Cursul 14: Tensiunea electromotoare. Legea lui Kirchhoft.
Circuitul RC

Observatie: prima pagind a scanului curs14.pdf (numerotatd “-4-”) apartine de fapt Cursului
13 (Legea lui Ohm, R = pl/S). Cursul 14 propriu-zis incepe de la tensiunea electromotoare.

Continudm electrocinetica: Cursul 10 a dedus legea lui Ohm, R = pl/S, pornind de la viteza de drift a
electronilor intr-un metal (rezultat reluat in recapitularea din Cursul 13), iar Cursul 9 a aratat ca un curent
electric permanent nu poate exista fara o sursa care sa strice, in mod continuu, echilibrul electrostatic,
mentindnd un cAmp electric nenul in interiorul conductorului. In acest curs cuantificim precis ce ofers
o asemenea sursa: tensiunea ei electromotoare si tensiunea, intotdeauna mai mica, disponibila efectiv la
bornele ei. Stabilim apoi cele doua legi ale lui Kirchhoff, ca reformulari, pentru circuite, a doua principii
deja cunoscute: conservarea sarcinii electrice (Cursul 9) si conservativitatea cAmpului electrostatic (Cursul
1). Incheiem aplicind totul unui circuit cu condensator: incircarea si descarcarea lui In timp, fenomenul
din spatele oricarui cronometru electronic sau blit de aparat foto.

Tensiunea electromotoare si tensiunea la borne

O sursd reald (baterie, acumulator, generator) nu este un simplu rezervor de sarcing, ci un dispozitiv
care depune, neincetat, lucru mecanic asupra sarcinilor care o traverseaza, impingdndu-le de la borna cu
potential mai mic la cea cu potential mai mare, deci impotriva cAmpului electrostatic, exact sensul in
care niciun rezistor nu ar trimite vreodata sarcina. Agentul care realizeaza acest lucru mecanic nu este
de natura electrostatica: este o reactie chimica intr-o baterie, sau lucrul mecanic al unei turbine Intr-un
generator. Numim tensiune electromotoare (TEM) & a sursei lucrul mecanic efectuat de acest agent
asupra unitatii de sarcina, la trecerea ei prin sursa, de la borna — la borna +; se masoara tot in volti,
1V =17J/C, desi, in ciuda numelui, este o energie pe unitatea de sarcing, nu o forta.

Este esential sa nu confundam tensiunea electromotoare cu o simpla diferenta de potential. Diferenta
de potential V, — Vg, asa cum a fost definitd in Cursul 1, este circulatia caAmpului electrostatic E de-
a lungul unui drum, o marime pur electrostatica. Tensiunea electromotoare, In schimb, este produsa
de un agent care nu este deloc electrostatic, ci chimic sau mecanic; ea nu poate fi calculatd printr-o
circulatie a cAmpului electrostatic E’7 pentru ca, lasat singur, cAmpul electrostatic din interiorul sursei
nu ar face decat sa readuca sarcinile la echilibru, exact opusul a ceea ce se IntaAmpla efectiv acolo. Cele
doua marimi coincid numeric doar la bornele unei surse ideale aflate in gol: acolo unde nu circula niciun
curent, tensiunea electromotoare a sursei este chiar diferenta de potential masurata la borne, asa cum
vedem imediat mai jos.

O sursa ideald ar mentine intre borne exact diferenta de potential &, indiferent de curentul debitat. Nicio
sursd reald nu poate face asta: sarcina trebuie sa stribatd si materialul propriu al sursei (electrolitul unei
baterii, infasurarile unui generator), iar acest material opune o rezistentd interna r. O sursa reald are,
deci, o tensiune electromotoare & si o rezistenta interna r, legate in serie; tensiunea la bornele ei, cand
debiteaza curentul I catre circuitul exterior, este cea pe care o calculam mai jos.

Pentru a o gési, plimbdm o sarcind de test o datd in jurul buclei (sursd si rezistorul extern) si aplicim
conservativitatea cAmpului electrostatic stabilita in Cursul 1: 9% E-di = 0. Tmpérgim bucla in doua
portiuni: prin sursd (intern), unde agentul chimic ridicd potentialul sarcinii cu &, dar rezistenta interna
i-1 coboara fnapoi cu r/; si prin exterior, unde sarcina cedeaza exact diferenta de potential ramasa
disponibila la borne, U, g = V4 — V. Parcurse consecutiv pe bucla inchisa, cele doua contributii trebuie
sa se anuleze, & —rl — Uy = 0, de unde direct tensiunea la borne:
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Figura 1: Schema sursei reale in regim de debitare: tensiunea electromotoare cu rezistenta interna r in
serie, bornele A si B, curentul I si relatia U_AB = - rI (tensiune la borne mai micd decét t.e.m.).

mereu mai mica decat tensiunea electromotoare, de indata ce sursa debiteaza curent: diferenta rI este
exact energia cheltuita de sarcina pentru a-si croi drum prin materialul rezistiv propriu al sursei, energie
care nu ajunge niciodata la circuitul exterior. Cele doua valori coincid numai la mersul in gol, I = 0
(circuit deschis), caz in care Uyp = &: fard curent, nu existd nicio ciddere pe r. La celdlalt capat,
scurtcircuitand sursa (R — 0, deci Uy g — 0), curentul urcd la valoarea maxima posibila, I,, = £/r, iar
toatd energia furnizatd de sursd se disipa, sub forma de caldura, chiar in interiorul ei, motivul pentru
care o baterie scurtcircuitata se incalzeste, uneori periculos. O sursa buna are r mult mai mica decat
rezistenta utila R a circuitului exterior, astfel incat aproape intreaga tensiune electromotoare ajunge,
efectiv, la consumator.

Tensiunea la borne: Upgp =& —rl
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Reincdrcare: curentul se inverseazd, tensiunea la borne depdseste t.e.m.

Figura 2: Tensiunea electromotoare si tensiunea la borne U = mathcal E - 1l

Exemplu: tensiunea la bornele unei baterii reale

Date: o baterie cu tensiunea electromotoare & = 12 V si rezistenta interna r = 0,4 2 alimenteaza un
rezistor R = 5,6 .

Cerinta: intensitatea curentului debitat, tensiunea la bornele bateriei, si ce s-ar Intdmpla daca bateria
ar fi scurtcircuitata.

Rezolvare: combindm tensiunea la borne U, 5 = £—rI (stabilitd mai sus) cu legea lui Ohm pe rezistorul
extern, U, p = RI; egaland, £ —rI = RI, adica £ = I (R + ), deci



1= ¢ = 12 :E:QA.
R+r 56+04 6

Tensiunea la borne este Uyp =& —7rI =12—-0,4 x 2 =11,2 V, aceeasi valoare ca Rl =5,6 x2=112V
(verificare Incrucisata: tensiunea la borne este chiar tensiunea de pe rezistorul extern).

I=2A, UAB:1172V‘

La scurtcircuit (R — 0), curentul ar siri la I,, = £/r = 12/0,4 = 30 A, iar tensiunea la borne s-ar prabusi
la 0: intreaga putere debitata s-ar disipa in interiorul bateriei, motiv pentru care o baterie scurtcircuitata
se Incalzeste periculos si se poate deteriora.

Regimul de acumulator

Pentru a reincarca o baterie descarcata, o conectam la o sursa externa de tensiune mai mare decét
propria ei TEM si fortam curentul sa treaca prin ea in sens invers fatd de regimul normal de debitare
descris mai sus. Procesele chimice interne se inverseaza: la o baterie cu electrozi in solutii de sulfat
de zinc si sulfat de cupru, legate printr-o punte de legatura intre cele doua solutii, ionii sunt fortati
sd intre In sensul nenatural, opus celui in care ar curge spontan (de exemplu, o celuld cu & = 1,5 V
reincarcata de la o sursa cu £, = 9 V). Sursa externd nu doar opreste reactia chimica ce produce, spontan,
tensiunea electromotoare a celulei, ci o ruleaza efectiv inapoi: energia electrica furnizata de sursa externa
este stocatd in baterie, nu cheltuita de ea, exact opusul regimului de debitare. O baterie nu poate fi
reincarcata la nesfarsit: fiecare ciclu chimic de incarcare-descarcare este putin imperfect, iar capacitatea
ei utila scade treptat. Este exact mecanismul din spatele oricarui incarcator de telefon sau de baterie
auto: un circuit electronic care impune, controlat, un curent invers prin celulele reincarcabile, oprindu-se
la timp, Inainte ca vreo reactie chimica ireversibild s& deterioreze bateria.

Parcurgand circuitul de reincarcare cu 3% E - dr =0, la fel ca mai sus, dar cu sensul curentului I acum
inversat prin baterie, se obtine:
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Figura 3: Acumulatorul in regim de reincércare: o sursid exterioard U_ext > impune curentul in sens
invers prin celuld, iar tensiunea la borne devine U_AB = + rI (mai mare decét t.e.m.).

De data aceasta tensiunea la borne depaseste tensiunea electromotoare: sursa externa trebuie sa invinga
atat TEM-ul propriu al bateriei £;, care in acest regim “impinge Inapoi”, cat si caderea suplimentara
rl pe rezistenta internd, pe care sarcina fortatd tot trebuie sa o traverseze. Acesta este motivul, valabil
pentru orice Incarcator, pentru care tensiunea de incarcare a unei baterii este intotdeauna mai mare decat
tensiunea ei electromotoare nominala.

Algoritmul caderilor de tensiune

Intr-un circuit oarecare nu cunoastem, de cele mai multe ori, dinainte, sensul real In care curge curentul
printr-o anumita ramura. Solutia practicd este sa alegem arbitrar un sens pentru I pe fiecare ramura,
sa aplicam consecvent, cu acel sens ales, retetele de mai jos, iar daca rezultatul numeric final iese negativ,
fnseamna pur si simplu ca sensul real este opus celui presupus: algebra corecteazd singurd o alegere
gresitd de sens, fard sa fie nevoie sa reludm calculul. Alegem, deci, arbitrar sensul curentului I si scriem,
pe fiecare element intalnit intre bornele A si B:



e Sursa (cu + in sensul curentului A — B): Vy —Vp=¢&—rI;insensopus: Vy —Vg=E+rl.

o Rezistor (curent de la B la A, de la potential mare la mic): Vp—V, =R, deci V4 — Vg =—RI.
Daca ramura nu este parcursa de curent, termenul respectiv se anuleaza.

o Condensator (sarcina @ langd B): C = ‘/}3?7‘/14 =V =V, = %, deci Vy, —Vz = —%.

Aceste trei retete, aplicate consecvent de-a lungul unui drum de la A la B, dau tensiunea U, g a oricarui
circuit, oricat de complicat, indiferent de céte surse, rezistoare si condensatoare contine. Insumate in
jurul unei bucle inchise intregi, aceleasi caderi de tensiune stau la baza celei de-a doua legi a lui Kirchhoff,
discutata in continuare.

Legile lui Kirchhoff

Numim generic legile lui Kirchhoff doua rezultate deja stabilite, in alte forme, in cursurile anterioare:
una este conservarea sarcinii electrice, aplicata acum unui nod de circuit; cealalta este conservativitatea
campului electrostatic, aplicatd unei bucle inchise. Ambele devin, pentru un circuit, simple reguli de
contabilitate: la un nod, curentii se echilibreaza; pe o bucla, tensiunile se echilibreaza.

Legea I a lui Kirchhoff (legea nodurilor)

Un nod este un punct In care se intalnesc mai multe fire ale unui circuit - In general trei sau mai multe,
acolo unde curentul se poate ramifica. Fizic, un nod este o regiune de dimensiune neglijabila: el nu poate
acumula sarcind electrica, spre deosebire, de exemplu, de o armatura de condensator. Aceastd observatie
este exact ipoteza de regim stationar din ecuatia de continuitate (Cursul 9): trasim in jurul nodului o
mica suprafata inchisa ¥, taiata doar de firele care intra si ies din el, iar sarcina cuprinsa in interior, fiind
neglijabild si constanta, dd d@)/dt = 0. Ecuatia de continuitate in forma integrald, #2 7-ndS =—dQ/dt,
devine atunci un flux net nul prin ¥: exact acelasi argument folosit deja In Cursul 9 pentru a arata ca
intensitatea este aceeasi prin orice sectiune a unui tub de curent, generalizat acum de la doua capete
la oricate fire se Intalnesc intr-un nod. Fiecare astfel de flux partial, prin sectiunea unui singur fir, este
chiar intensitatea I;, a acelui fir (definitia intensitatii ca flux al lui 7, tot din Cursul 9). Cu conventia ca
un curent care intra in nod sa fie numarat pozitiv si unul care iese, negativ:

> L=0

nod

legea I a lui Kirchhoff, numita si legea nodurilor: suma curentilor care intra intr-un nod este egala cu
suma celor care ies. Am folosit deja acest rezultat, fara demonstratie, in Cursul 11, la deducerea relatiei
dintre curentii I, I,, I3 ai unei conexiuni stea; argumentul de mai sus, pornind direct de la conservarea
sarcinii electrice, este demonstratia ei riguroasa. De exemplu, Intr-un nod in care intra doi curenti I, I,
si iese un al treilea, I5, legea nodurilor da direct I; + I, — I3 = 0, adica I3 = I; + I,: tot ce intra, iese,
un curent “pierdut” intr-un nod fiind, ca si sarcina din care e format, o imposibilitate fizica.

Legea a II-a a lui Kirchhoff (legea ochiurilor)

Aceasta este algoritmul cdderilor de tensiune de mai sus, dus pana la capat: dacd parcurgem un ochi
(o bucld inchisd a circuitului) insuménd, pe rdnd, cdderile de tensiune pe fiecare element intalnit, suma
trebuie sa se inchida exact la 0, pentru ca plecdm si ne Intoarcem in acelasi punct, deci la acelasi potential.
Este chiar conservativitatea cAmpului electrostatic din Cursul 1, fﬁ, E-di =0, explicitata acum element
cu element, cu ajutorul retetelor stabilite mai sus:

?{E dr =0 & Z(céderi de tensiune) =0
T

ochi

legea a II-a a lui Kirchhoff, numit4 si legea ochiurilor (sau legea tensiunilor). De exemplu, pentru
un circuit cu o sursd (&, r), un rezistor R si un condensator C, toate In serie, parcurgem bucla A — B —
M — A, folosind exact retetele de la fiecare element:

(Vi =Vg)+ (Vg = V) + (Vo —Vy) =0,
&l RI Q/C




de unde ecuatia circuitului:

E=I1(r+R)+ 9.
C
Ramane de fixat un ultim detaliu de semn: curentul I din aceastd ecuatie este pozitiv atunci cand e
orientat spre placa incarcatd cu +@ a condensatorului, adica atunci cdnd chiar incarca condensatorul,
I= —&—%; in sens opus, I = —%. Conventia devine esentiald mai jos, unde I si @) nu mai sunt constante,
ci variaza efectiv in timp.

Kirchhoff pe ochi: Y U =0
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Legea lui Kirchhoff pe ochi: suma algebrica a caderilor este zero

Figura 4: Legea Kirchhoff: oint vec Ecdot dvec r = 0 Rightarrow sum(céderi) = 0

Pentru o retea cu mai multe ochiuri independente, legea a doua se scrie pentru fiecare ochi in parte,
exact ca mai sus; impreuna cu legea nodurilor scrisa pentru fiecare nod al retelei, cele doua legi ale lui
Kirchhoff formeaza un sistem de ecuatii liniare care determina complet toti curentii necunoscuti ai unui
circuit, oricat de complicat.

Circuitul RC: incarcarea si descarcarea condensatorului

Un condensator nu isi poate schimba sarcina instantaneu: sarcina ajunge pe armaturile lui carata de un
curent, iar acel curent este limitat de rezistenta prin care trebuie sa treacd, ceea ce cere timp. De aceea
tensiunea si curentul dintr-un circuit cu condensator nu sar direct la valoarea finala atunci cAnd inchidem
un intrerupator, ci aluneca spre ea treptat, de-a lungul unei curbe exponentiale al carei ritm il determinam
acum. Aplicdm legea a doua a lui Kirchhoff exact unui asemenea circuit: sursa (&,r), intrerupator k,
rezistor R si condensator C, toate in serie. Asa cum am semnalat deja in Cursul 9, ipoteza regimului
stationar (divj = 0, sarcind constantd in timp) nu se mai poate folosi aici: pe mésurd ce condensatorul
se Tncarca sau se descarca, sarcina de pe armaturile lui variaza explicit cu timpul. Tocmai acest regim
tranzitoriu il analizdm In continuare.

Incarcarea condensatorului

La inchiderea intrerupdtorului, in momentul ¢ = 0, condensatorul este descarcat, U-(0) = 0. Ecuatia
circuitului stabilitd mai sus, & = I(r + R) + %, raméane valabila in orice moment ¢ > 0, cu deosebirea
ca acum [ si () variaza cu timpul. Cu Q = CUg si I = Z—? =C dd% (curentul orientat spre placa cu
+Q, deci pozitiv la Incdrcare; capacitatea C fiind constantd), ecuatia devine o ecuatie diferentiald pentru
Uc(t):



d
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Este o ecuatie de relaxare exponentiala citre o valoare tinta, aici &, tensiunea finala la care curentul de
incarcare se opreste (dUp/dt = 0). Aceeasi structurad matematicé, o marime care se apropie exponential
de un punct de echilibru cu o viteza proportionala cu distanta ramasd pana la el, guverneaza multe alte
procese de relaxare din fizica, de la racirea unui corp cald pana la dezintegrarea radioactiva; constanta
de timp (R + r)C joaca aici exact rolul pe care il joacd, in acele fenomene, timpul de Injuméatétire sau
constanta de racire. Separam variabilele si integram de la 0 la ¢, cu U (0) = 0:

/UC v, /t dt’
UL —¢& , (R+7)C
Uo—EY t
ln( —¢ )__(R+T)C

de unde, ridicand la exponentiala si rearanjand:

t

Up(t) = & (1 _e*m)

La momentul initial condensatorul e gol si nu opune nicio tensiune, deci curentul porneste la valoarea
maximé posibild, I(0) = £/(R + r), ca si cum condensatorul nici n-ar fi in circuit; pe méasurd ce sarcina
se acumuleaza, tensiunea ei creste si se opune tot mai mult sursei, curentul scade, iar U, se apropie
asimptotic (fard a o atinge exact la vreun moment finit) de valoarea finald &.

Descarcarea condensatorului

Odatd incircat, scoatem sursa din circuit (de exemplu, printr-o a doua pozitie a intrerupédtorului k),
lasand condensatorul sa se descarce doar prin R. Bucla ramasa contine numai R si C: condensatorul,
actiondnd acum el Insusi ca sursa, impinge curentul prin R, deci Us = R I, cu I curentul de descarcare,

pozitiv in sensul in care sarcina scade. Cum sarcina scade, I = —% =-C %:
du,
Us=—RC—=X
© dt
dUs  Ug
dt  RC

Separand si integrand, cu Un(0) = € (condensatorul complet incarcat la sfarsitul fazei anterioare):

Un(t t ;

Rezistenta interna r nu mai apare: sursa fiind scoasa din bucla, sarcina nu mai are de strabatut interiorul
ei, ci doar rezistorul extern R. Daca sursa este una buna, cu r mult mai micd decat R, cele doua
exponentiale au, practic, aceeasi “viteza”: constanta (R+1)C de la incarcare devine, cu buna aproximatie,
tot RC. Figura animatd de mai jos reprezintd chiar acest caz idealizat - o sursa fara rezistenta interna
(r = 0) -, unde constanta de timp este 7 = RC la ambele faze. Numim, in general, 7 constanta de
timp a circuitului (7 = (R + r)C la incdrcare, 7 = RC la descércare): dupa exact un 7, curba de
incircare a acoperit 1 —e~! ~ 0,63 din drumul pana la valoarea finald, iar curba de descircare a coborat
la e7! ~ 0,37 din valoarea initiald. Dupd aproximativ 57, exponentiala practic dispare (e7® ~ 0,007), iar
regimul tranzitoriu poate fi considerat, in orice scop practic, incheiat.



Circuitul RC: incarcare si descarcare

Uc =009V
T=RC =150s

Faza 2: condensatorul se descarca

Uc(t) = Ee MR

S deschis: condensatorul se descarca

Figura 5: Circuitul RC: incércare si descarcare U_ C(t)

Exemplu: constanta de timp a unui circuit RC

Date: un condensator C' = 10 pF, initial descércat, se incarca printr-un rezistor R = 200 k2 de la o
sursd cu € = 15 V si rezistentd internd neglijabila. La ¢ = 0 se inchide Intrerupatorul.

Cerinta: (a) constanta de timp 7 a circuitului; (b) tensiunea pe condensator dupd un timp ¢ = 7; (c)
dupd cat timp U, atinge 99% din &7

Rezolvare: (a) cu r ~ 0,

7= RC = (200 x 10*)(10 x 107%) = 2s.

(b) la ¢t = 7, indiferent de valorile particulare ale lui R si C' (regula generald a constantei de timp):

Ua(r)=E(1—e 1) =15 x 0,632 ~ 9,5 V.
(c) punem conditia Us(t) = 0,99 &:
1—e =099 = ¢ ¥/7=0,01 = t=7In100 =2 x 4,605 ~ 9,2 s,

adica putin peste 47, confirmand regula practica folosita in inginerie: dupa 57 regimul tranzitoriu poate
fi considerat incheiat.

7=2s,  Us(r)~ 95V,  tggy ~92s \

Daca, o datd complet Incércat, condensatorul s-ar descdrca prin acelasi R (sursa scoasd din circuit),
constanta de timp ar r&méne 7 = RC = 2 s, iar dupd un 7 tensiunea ar cobori la 37% din valoarea
initiala, 15 x 0,368 ~ 5,5 V.

Liniarizarea pentru verificarea experimentala

Masurand experimental Uy in functie de timp, la descarcare, si logaritmand relatia teoretica:



Ug, 1
In = 11’1(7) = —%t

Reprezentand In(Uy /&) in functie de ¢, punctele experimentale ar trebui si se aseze pe o dreapta de
pantd —1/RC, dacd (si numai dacd) relatia teoreticd guverneazi cu adevirat fenomenul masurat. Este
un truc experimental recurent: o lege exponentiald, greu de “citit cu ochiul liber” pe un grafic obisnuit,
devine, logaritmaté, o simpld dreapté, a cérei aliniere (sau nealiniere) a punctelor experimentale se poate
verifica dintr-o privire, iar panta ei citita direct da constanta de timp RC'

Liniarizare: In(Ug/E) = —t/RC (dreapta)

Reprezentare semi-logaritmica

Reprezentare liniara

Panta dreptei permite masurarea directa a constantei de timp tau egal RC

Figura 6: Liniarizarea: In(U_C/mathcal E) = -t/RC (dreaptd)

Ce se trece in referatul de laborator

La redactarea referatului, protocolul experimental cerut este urméatorul: pentru incarcare se traseaza
un singur grafic, U (t); pentru descércare, doua grafice, atdt Us () direct, cat si liniarizarea In(Ugs/E)
in functie de ¢, verificAnd, prin alinierea (sau nu) punctelor experimentale pe o dreapta, daca ecuatia
teoretica guverneaza cu adevarat descarcarea masurata.
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