Cursul 11: Gruparea rezistoarelor. Transfigurarea stea-triunghi

In Cursul 10 am definit rezistenta electrica R a unui singur conductor si legea lui Ohm in forma ei
integrala, U = RI. Circuitele reale contin insa, aproape fira exceptie, mai multe rezistoare montate
impreuna, iar primul pas In analiza oricarui asemenea circuit este sa Inlocuim Intreaga retea, sau o parte
a ei, printr-un singur rezistor echivalent - unul care, legat intre aceleasi doua borne, este parcurs de exact
acelasi curent pentru exact aceeasi tensiune aplicata, astfel Incat din exterior cele doua montaje sa fie
complet imposibil de deosebit. Pentru cele mai simple doua grupari, seria si paralelul, aceasta reducere
se obtine direct din legile lui Kirchhoff (legea nodurilor si legea tensiunilor, reluate riguros in Cursul 14):
este exact ce facem In primele doua sectiuni ale acestui curs. Exista insa retele - de exemplu o punte
cu cinci rezistoare, cu un rezistor suplimentar montat chiar pe diagonala ei - care nu se lasa descompuse
complet in grupari serie si paralel, oricite perechi de rezistoare am compara. Pentru asemenea cazuri, a
doua jumaétate a cursului introduce transfigurarea stea-triunghi (Y <+ A): o schimbare de retea care
inlocuieste trei rezistoare montate pe un nod comun cu alte trei rezistoare fira niciun nod interior (sau
invers), pastrand neschimbate curentii si tensiunile la cele trei borne exterioare - exact ce ne trebuie ca
sa elimindm nodul incomod si sa continuam reducerea retelei ramase prin grupari obisnuite.

A. Gruparea 1n serie a rezistoarelor

Consideram trei rezistoare R;, R,, R3 legate in serie intre bornele A si B - montajul 1 - pe care vrem sa le
inlocuim cu un singur rezistor echivalent R, legat intre aceleasi doud borne - montajul 2 (echivalent)
-, astfel incat cele doua montaje sa fie imposibil de deosebit din exterior.

Intre cele trei rezistoare firul nu se ramifici nicaieri: fiecare capit liber al unui rezistor este legat direct,
printr-un singur fir, de un capat al urmatorului. Sarcina care iese dintr-un rezistor intra, prin urmare, in
intregime in celdlalt - legea nodurilor, aplicatd oricaruia dintre cele doud noduri interioare (fiecare cu un
singur fir de intrare si unul de iesire), impune imediat egalitatea curentilor. Rezistoarele legate in serie
sunt deci parcurse de acelasi curent I, iar tensiunea totala este suma caderilor de tensiune pe fiecare
dintre ele - o consecintd directd a legii tensiunilor (Cursul 14): potentialul variaza continuu de-a lungul
unui drum, iar suma variatiilor lui pe cele trei tronsoane consecutive este chiar variatia totald, de la un
capat la altul al lantului:

Pentru rezistorul echivalent: V4 —Vz =I1R,, (2). Egaland (1) = (2):

(Ry+Ry+Ry) [ =IR,, = |R,=R +Ry+Ry|

Argumentul se extinde fara nicio modificare la orice numar de rezistoare inseriate, R,, = R+ Ry+-+R,,.
Cum fiecare rezistentd R; este strict pozitiva, din aceasta suma rezultd o marginire imediata si utila:

Res > ma‘X(Rla R27 7Rn)a

de fapt strict mai mare, de indatd ce existd cel putin doud rezistoare nenule in serie (R., = R .. +
restul sumei > R, ..). Fizic, addugarea unui rezistor in serie nu poate decit si mareasca rezistenta
totald, niciodata sa o micsoreze: fiecare rezistor suplimentar este un obstacol in plus, asezat pe acelasi
traseu unic pe care curentul este obligat sa-1 parcurga in intregime.

Analogia hidraulica ajuta aici la fel de bine ca la Cursul 10: rezistoarele Inseriate seamana cu mai multe
ingustari succesive, agezate una dupa alta, de-a lungul aceleiasi conducte unice. Debitul de apa (analogul



curentului I) este obligatoriu acelasi prin fiecare ingustare, pentru ca apa nu se poate acumula intre ele;
dar ciderea totald de presiune necesara ca si impingd acest debit prin toate ingustarile la rand (analogul
tensiunii V4 —V5) este suma cdderilor cerute de fiecare Ingustare In parte - de aceea insiruirea mai multor
obstacole nu poate decét sa inrautateasca, niciodata sa amelioreze, trecerea apei.

O consecinta imediata a curentului comun este divizorul de tensiune: tensiunea totalda V, — Vp se
imparte intre cele trei rezistoare direct proportional cu rezistenta fiecaruia,

Ry,

Vk - (VA - VB) m;

k=1,23,
modul uzual de a extrage dintr-o singura sursa doar o fractiune dorita din tensiunea ei.

B. Gruparea in paralel a rezistoarelor

Rezistoarele sunt acum legate intre aceleasi doua borne A si B - montajul 1, cu trei ramuri distincte in
paralel -, pe care vrem, la fel ca mai sus, sa le inlocuim cu un singur rezistor echivalent R, intre aceleasi
borne - montajul 2. De data aceasta niciun rezistor nu mai este parcurs, obligatoriu, de acelasi curent ca
celelalte; in schimb, pentru ca toate cele trei ramuri pornesc chiar din A si ajung chiar in B, toate trei
se afld sub aceeasi tensiune V, — Vj, oricare ar fi rezistentele lor - tot o consecintd a legii tensiunilor:
diferenta de potential dintre doua puncte fixate, A si B, este aceeasi, indiferent de ramura aleasa pentru
a ajunge de la unul la altul.

Curentul total se distribuie pe cele trei ramuri, I = I, + I, + I5 (legea nodurilor, aplicatd nodului A), cu

I:VA_VB I:VA_VB I:VA_VB
1 Rl ’ 2 RQ ) 3 R3 °
Pentru rezistorul echivalent I = %, deci:

ep

R R, R, R, R, R, R, R,

ep

VA7V37VA7V3+VA7VB+VA7VB N 1 1 1 1

Ca si la serie, argumentul se extinde direct la orice numar de rezistoare in paralel:

1 . 1 ey 1
R., R, R, R,
Marginirea de aceasta data este inversd celei de la serie: cum toti termenii 1/R, sunt strict pozitivi, suma
lor este cel putin la fel de mare ca oricare termen luat separat, deci 1/R,, > 1/R adica

min>

Rep S min(R17R27 aRn)a

de fapt strict mai mic de indata ce exista cel putin doua rezistoare finite in paralel. Fizic, fiecare ramura
suplimentara deschide un traseu nou pentru curent, alaturi de cele deja existente, fara sa blocheze vreunul
dintre ele: un rezistor in plus, legat in paralel, nu poate decat sa micsoreze rezistenta echivalenta, niciodata
s& 0 mareasca.

In analogia hidraulica, rezistoarele paralele seamini cu mai multe conducte distincte, asezate una langa
alta, care leaga exact aceleasi doud rezervoare de apa - deci se afla sub aceeasi diferentd de presiune
(analogul tensiunii V,; — V). Debitul total se imparte pe conducte, mai mult prin cea mai largs si mai
putin prin cea ingustd, iar debitul insumat al tuturor (analogul I = I; + I, + I3) creste odatd cu fiecare
conducta adaugata alaturi de celelalte - de aceea mai multe trasee paralele ofera intotdeauna o rezistenta
combinata la curgere mai mica decat oricare traseu luat separat.

Cazul particular cu doar doua rezistoare in paralel este cel mai des Intlnit in practica si merita o forma

ieits : 1 _ 1 4 1 _ Ri+Ry
explicitd. Din — = R N v

ep

rezulta direct



Ry R,

= — "produsul supra suma”),
ep Rl +R2 ( p p )

o formuld comoda, dar valabila numas pentru exact doua rezistoare - o greseala frecventa este extinderea
ei directa la trei sau mai multe rezistoare, unde formula corectd raméane cea generald, cu suma inverselor.
Din curentii individuali I; = (V, — Vp)/Ry, I, = (V4 — Vp)/Ry si din Vy — Vp = I R, rezulta, pentru
acelasi caz particular, divizorul de curent:

R2
R, +R,’

R,

L =1 —1
! R, + R,

=1

o relatie “Incrucisata”: ramura cu rezistentd mai mica primeste ponderea mai mare din curentul total.

Gruparea rezistoarelor: serie si paralel

Res =7.0 Q
R =20 Ry = 39) R3 = 20
Ry =20 Ra = 30 & Res = Ri+ Ry + Ry
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Paralel: aceeasi tensiune U la borne 11 . 1 N 1
Ry Rl Ry Rs

R(ﬁp =0.75

Paralel: aceeasi tensiune la borne, curentii se aduna

Figura 1: Grupare serie / paralel - colapsul la echivalent

Exemplu: reducerea unei retele mixte serie-paralel

Date: o sursa ideala de tensiune U = 24 V alimenteaza rezistorul R; = 2 (2, legat in serie cu gruparea
paralela a rezistoarelor R, =6 Q si Ry =3 Q.

Cerinta: rezistenta echivalenta a Intregii retele, curentul debitat de sursa si curentul prin fiecare dintre
R, si Rs.

Rezolvare: reducem reteaua din interior spre exterior, exact ca la citirea unei scheme electrice: mai
Intai perechea paralela,

_ RyR;  6x3 18
 Ry,+R; 6+3 9

Ry =20

3

apoi seria ramasa cu R;:

Rtot:R1+R23:2+2:4Q'



Curentul debitat de sursd este I = U/R,,, = 24/4 = 6 A. Acest curent traverseazd in intregime R,
(singurul element cu adevarat “In serie” cu sursa), deci tensiunea ramasa pentru perechea paraleld este

Up=U—IR, =24—6x2=12V,

aceeasi pentru R, si R, fiindca sunt in paralel. Curentii individuali rezulta direct din legea lui Ohm pe
fiecare ramura:

R, 6 Ry 3

I,
Verificare: Iy + I3 =2+ 4 =6 A = I, exact curentul intrat pe la sursa - legea nodurilor, satisfacuta la
borna comuna a celor doua ramuri paralele.

C. Transfigurarea stea - triunghi (Y — A)

Gruparile serie si paralel rezolva, prin reduceri succesive, majoritatea retelelor - dar nu pe toate: raman
montaje in care niciun rezistor nu este pur in serie sau pur in paralel cu vreun altul, asa cum am observat
deja in introducere. Pentru acestea, iesirea din impas este o schimbare de topologie, nu doar o regrupare:
transformam trei rezistoare montate in stea (Y), cu un nod interior comun, in alte trei rezistoare montate
in triunghi (A), fara niciun nod interior, astfel incét cele doua retele sa fie complet echivalente, masurate
din exterior, la cele trei borne comune.

' Rag
stea (Y') | triunghi (A)

Figura 2: Conexiunile stea (Y) si triunghi (A): rezistoarele R, R, R ale stelei cu nodul comun O,
respectiv R , R ; R ale triunghiului, cu bornele comune 1, 2, 3.

In conexiunea stea (montaj 1), cele trei rezistoare Ry, Ry, R3 pleaci dintr-un nod comun O citre bornele
1,2,3. Conform legii nodurilor (nodul O nu poate acumula sarcind, exact ca in Cursul 9):

Vi—WV V, —V, Ve —V,
I, +1,+1,=0, =0 =220 -3 "0
114y T A3 1 R, 2 R, 3 R,

L+1I,+13=0

Figura 3: Nodul O cu trei curenti de ramura I, I, I: doi intrd In nod si unul iese, ilustrand legea
Kirchhoff a curentilor,I +1 +1 =0.

Din suma curentilor rezulta potentialul nodului O:



Vi Ve Vs, (1, 1 1 _R R, R
R1<+»R2<FR3 % Rl R2+R3 - ‘/O 1 i i
R R, R

Notam K = Ri + Ri + Ri. Inlocuind V; in expresiile curentilor se obtine (de exemplu pentru I,; calculul
1 2 3
pentru I este identic, doar cu indicii schimbati):

P (e 7R Tl /N 7 7R /e
2" RiRyK ' RyR; K’ 7 R;R K ' RyR; K
iar din I; = —I, — I5 (tot legea nodurilor de la care am pornit), cei doi termeni in (V, — V) si (V3 —V5)

se reduc reciproc, ramanand:

i-V, V-V
RRyK R R K

I =

In conexiunea triunghi (montaj 2), curentul care intr# pe la borna 1 se imparte pe cele doua laturi care

pleaca din ea, I} = I, + I35, cu lj, = V}%_Vz si i3 = V}% - caderile de tensiune direct pe fiecare latura,
12 7 13

fara niciun nod interior in care si se piarda informatie. Cele doua expresii ale lui I;, cea din stea si cea
din triunghi, trebuie s& coincida oricare ar fi potentialele V7, V5, V5 aplicate la borne, altfel montajele n-ar
fi cu adevarat echivalente; iar acest lucru este posibil doar daca termenii care Inmultesc aceea§i diferenta
de potential sunt identici, coeficient cu coeficient. Identificind termenul lui (V; — VQ), R12 = RszK, de
unde:

1 1 1
R12:R1R2<R +R+R> R1+R2+
1 2 3

IRy
Ry

Analog pentru celelalte laturi (identificAnd coeficientii lui (V; — V3), respectiv, printr-un calcul simetric
pornind de la I, sau I, ai lui (V, — V3)):

R\R R, R RyR
R12:R1+R2+ ! 27 R13:R1+R3+ ! 3, R23:R2+R3+ 23

Observam ceva esential pentru scopul intregii transfigurari: nodul central O al stelei a disparut complet
din triunghi. Am inlocuit o retea cu un nod interior incomod printr-o retea fara niciun nod interior
suplimentar - exact ce ne permite, intr-o retea mai mare, sa eliminam nodul care bloca reducerea si sa
continuam, pe reteaua ramasa, cu gruparile serie-paralel obisnuite din sectiunile A si B.

D. Transfigurarea triunghi - stea (A — Y)

Pentru sensul invers, metoda de mai sus - compararea curentilor I, I,, I; pentru potentiale V;,V,, Vs
complet arbitrare - raméne valabila in principiu, dar sistemul de rezolvat pentru R, R,, R3 in functie de
Ry, B3, Rys este mai putin direct decit cel de mai sus. Este mai simplu sa schimbam strategia: in loc
de potentiale arbitrare la toate cele trei borne, comparam rezistenta echivalenta vdzutd din exterior intre
cate o pereche de borne, cu a treia borna ldsatd complet neconectatd (in gol).

Fixam bornele 1 si 2 si lasam borna 3 libera, neconectata la nimic in afara retelei. In stea, cu borna 3
in gol, rezistorul R; ajunge Intr-un impas: leagd nodul O de o borna fara nicio iesire, deci nu poate fi
parcurs de niciun curent, iar singurul drum ramas intre 1 si 2 trece prin O, prin R; si R, Inseriate:

RY =R, +R,.

In triunghi, aceeasi borna 3 libera nu izoleaza nimic: nodul 3 raméane legat, In interiorul retelei, atat de
R, 5 cét si de Ryg, iar drumul 1 — 3 — 2 (prin R;5 si R,4 Inseriate) raméne deschis, in paralel cu latura
directa R12.



Transfigurarea Y — A (stea — triunghi)

1
RiR
Bigr=-E1 = Bo= ;2 2 Rys = 8.70 Ris = 6.5Q
223
RiR.
Ri3 =Ry + R3 + S
Ry
RoR. —
R23:R2+R3+ ]2_{3 3 | IS
. Ry = 13.00

Curentii la bornele 1, 2, 3 sunt identici in ambele scheme.

Figura 4: Transfigurarea Y to Delta: echivalenta la borne

R Ri» Rus
O
Ry R3
1
LT
2 3 2 3
! Ros
stea (Y') | triunghi (A)

Figura 5: Conexiunile stea (Y) si triunghi (A): rezistoarele R, R, R ale stelei cu nodul comun O,
respectiv R , R ; R ale triunghiului, cu bornele comune 1, 2, 3.



Ry (Ry3+ Ryg)

RS = .
Ri5 + Ry3+ Ryg

Pentru ca cele doua retele sa fie imposibil de deosebit din exterior, cele doud rezistente trebuie sa coincida,
Rg) = RS), si la fel, prin permutarea circulara a indicilor 1, 2, 3, pentru celelalte doua perechi de borne.
Notam S = R, + R3 + R,3; desfacdnd membrul drept prin distributivitate, sistemul celor trei ecuatii

este:

R12(R13 + R23> _ R12R13 + R12R23

R1+R2:

S S ’
Ri3(Ris+R RiyRi3+ Ri3R

R+ Ry = 13( 1; 23) _ falvg . 137123
Rys(Rio + R RiyRy3 + Ri3R

Ry+ Ry = 23( 1; 13) _ fligfigg . 131023

Adunénd cele trei ecuatii membru cu membru, fiecare produs R;5R; 3, Ri3Rs3, Ri3R,3 apare exact de
doua ori la numarator, iar in membrul stang fiecare rezistentd a stelei apare, la randul ei, de doua ori:

2(RioRy3 + RypRog + Ry3Ry3)
S

RiyRy3 + RipRo5 + R13R23.

2(R1 + R2 + R3> = S

= R1+R2+R3:

Scazand, pe rand, fiecare dintre cele trei ecuatii initiale din aceasta suma, izolam exact cate o necunoscuta:
de fiecare data doi din cei trei termeni ai numéaratorului se reduc reciproc, ramanand un singur produs:

RjHR

Ry = (Ry+ Ry + R3) — (Ry + Ry) = %7
R, R

Ry = (R, + Ry + Ry) — (R, + Ry) = %7
Ri3R

R3: <R1+R2+R3)_(R1+R2) = %

Revenind la notatia completa, S = Ry + Ry5 + Ry3:
Rip Ry Ry Roy Rig Ros

Ry

Ryy + Ry3+ Ryg > Ryy+ Ryg+ Ry ° " Ryy+ Ryg+ Rog

Fiecare rezistor al stelei este produsul celor doua laturi ale triunghiului care se intalnesc chiar la terminalul
lui, impartit la suma tuturor celor trei laturi - o forma la fel de simetrica precum cea a transformarii
inverse din sectiunea C, desi construita printr-o metoda complet diferitd: acolo am comparat curenti la
potentiale arbitrare, aici am comparat rezistente vazute din exterior, cu cate o borna lasata in gol pe
rand.

Exemplu numeric: verificare incrucisatda A - Y si Y — A
Date: un triunghi cu laturile R, =6 , B3 =12 Q, Ry3 = 18 Q.
Cerinta: steaua echivalenta R, R,, Rs.

Rezolvare: suma laturilor este S =6 + 12 + 18 = 36 2, deci

_ RiyRy5

_ RypRyy  6x18

S 36

12
6 x _9Q

R
! S 36 ’

R, 3Q, R,

R,=29Q, Ry,=39Q, Ry;=6




Ca verificare, aplicam acestei stele formulele Y — A din sectiunea C si trebuie sa regasim exact triunghiul
de plecare:

R,R 2% 3 2 % 6 3% 6
112 94347 X0 501260, Ry = 21641 o0 =844 =120,  Ryy = 3464

Ry = Ry +Ry+ =9+9:-

3

identice cu datele de plecare: cele doud transfigurari, C si D, sunt intr-adevar inverse una celeilalte.

Am Invatat acum sa reducem, prin combinarea gruparilor serie, paralel si a transfigurarii stea-triunghi,
orice retea de rezistoare la un singur rezistor echivalent - iar acolo unde reteaua contine si surse, aceleasi
unelte, impreuna cu legile lui Kirchhoff din Cursul 14, determina complet curentul din fiecare ramura.
Péana aici, intreaga discutie a privit exclusiv campul electric si efectele lui. Cursul urmator deschide a
doua jumatate a electromagnetismului: Oersted a observat, in 1820, ca un curent electric deviaza acul
unei busole - primul indiciu experimental ca sarcinile In miscare produc, pe langa campul electric, si un
camp de natura complet diferita, cAmpul magnetic.
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