Cursul 10: Curentul prin conductori metalici. Modelul Drude.
Legea lui Ohm

Notatie: In acest curs o este conductivitatea electrici, iar p este rezistivitatea (nu densi-
tatea de sarcind din cursurile anterioare).

In Cursul 9 am stabilit un fapt esential: la echilibru electrostatic, densitatea de curent printr-un metal
este nula. Cursul de fatd explica ce se Intamplé cand acest echilibru se strica - cum se misca, individual,
un electron cuasi-liber sub actiunea cimpului electric rezultat (modelul Lorentz-Drude), ce viteza medie
capatd miscarea lui dezordonatd (viteza de drift), si cum acest rezultat pur microscopic urcd, pas cu pas,
pani la legea lui Ohm: intai in forma ei locald, 7 = oE, apoi in forma ei integrald, familiari din liceu,
U = RI. In incheiere, calculim si energia disipata sub forma de caldura prin efectul Joule, anuntat inca
din Cursul 9.

Metalul la echilibru vs. neechilibru electrostatic

La echilibru electrostatic, electronii cuasi-liberi au viteze haotice cu ¥, + 7, +---+ 9y = 0, potentialul este
constant (V' = const) si f E - dr = 0 (daca, in plus, conductorul poartd o sarcind neté, liniile de cAmp
electric ies perpendicular pe suprafata lui - proprietate stabilitd in Cursurile 4-5).

Daci stricim echilibrul (neechilibru electrostatic), apare E # 0 in metal, orientat de la potentialul mai
mare la cel mai mic (V, > Vp):

B
Vy—Vg= / E-di (independent de drum).
A

Electronii cuasi-liberi incep si se miste sub actiunea fortei F' = ¢E. Miscarea ar fi permanent accelerati
daca nu ar intampina piedici; insa electronii se ciocnesc de nodurile retelei cristaline, isi micsoreaza viteza,
apoi sunt din nou accelerati pana la urmatoarea ciocnire. Rezulta o miscare de tip START - STOP -
START - STOP, numitd miscare de drift, caracterizatd de o vitezd medie constantd ¥, (viteza de
drift).

Efectul net seamana cu al unui bob care cade printr-un lichid vascos, nu prin vid: forta care il trage este
constanta, dar franarile dese impuse de mediu 1i limiteaza viteza la o valoare constantd de regim, mult
mai mica decat viteza pe care ar atinge-o accelerand liber, fara nicio piedica.

Modelul Lorentz-Drude (1905)

Modelul care transforma aceasta descriere calitativa intr-o formula cuantitativa a fost propus de H. A.
Lorentz si Drude, in 1905, si porneste de la o singura ecuatie: legea a doua a lui Newton, aplicata unui
singur electron, Intre doua ciocniri succesive. Scopul e limpede: plecdnd doar de la F =ma si de la ideea
de ciocnire aleatoare cu reteaua, sa obtinem o relatie precisa intre viteza medie de drift ¥, si cAmpul
aplicat E.

Asupra unui electron (—e) actioneazd forta electricd F' = —eE = md. Pe intervale finite, intre ciocniri
succesive (cu timpi At; diferiti):

—eE=m Y
At,

3

el S
—— At, =7, — Y.
m

Adunand membru cu membru pentru cei IV electroni si impartind la N:
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Modelul Drude: traiectoria START-STOP a electronilor

Mobilitatea electronilor leaga macroscopicul de microscopicul modelului Drude

Figura 1: (3D) Modelul Drude: traiectoria START-STOP a electronului
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Figura 2: Traiectoria unui electron in modelul Drude: segmente libere intre ciocniri (punctele marcate),

cu viteza medie de drift v_ d antiparaleld cu cAmpul electric E.
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Aici trebuie distinse cu grija cele doud tipuri de viteze care apar in suma. Vitezele v,; sunt vitezele
cu care electronul i pleacd, imediat dupa ultima lui ciocnire - o stare de “start” pentru fiecare electron.
Vitezele v;, In schimb, sunt vitezele acumulate de electron chiar inainte de urmdtoarea lui ciocnire, dupa
ce a fost accelerat de cAmp tot intervalul At - o stare de “sosire”. Cele doua seturi de viteze nu au, in
general, aceeasi medie, iar tocmai aceasta diferenta este ceea ce urmeaza sa izolam.

Ipoteza lui Lorentz (validd cit timp cAmpurile nu sunt foarte mari) este cé fiecare ciocnire randomizeaza
atat de eficient directia electronului, incit starea de plecare de dupa ea este practic o stare de echilibru
electrostatic: media vitezelor v, este nuld, exact ca suma vitezelor haotice de la echilibru. Vitezele de
sosire ¥; nu mai au insd media nula - fiecare electron a castigat, intre ciocniri, un increment de viteza
proportional cu At; sub actiunea campului, iar media acestor incremente este tocmai viteza de drift
cautatd. Simbolic:

1 X 1 1
N;ﬁm:ov N;lﬁi:ﬁdv N;Ati:ﬂ

unde 7 este timpul liber mediu dintre douéa ciocniri consecutive. Rezulta:

el N ~ S er
—-——T=v; = Ug=—pkE
m

=
I
|

unde p este mobilitatea electrica a electronilor cuasi-liberi, cu

m/s  m?

[H}SI:V/HI_V'S.

Cu cat 7 este mai mare - electronul parcurge mai mult drum nestingherit intre doua ciocniri -, cu atat
mobilitatea, si, dupa cum vom vedea imediat, conductivitatea metalului, sunt mai mari: un timp liber
mediu mare este chiar semnatura unui bun conducator.

Ordinul de marime al vitezei de drift

Rezultatul v, = —uE este corect, dar riméane abstract; e instructiv s& vedem ce valoare numerici ia Vg
intr-un fir metalic obisnuit, parcurs de un curent obisnuit. Pentru asta e mai simplu s& pornim direct de
la relatia I = 75 = newvy S, fard s mai avem nevoie de 7 sau de i separat: ea combina pur si simplu
forma ei pentru electroni, j = nev, (scrisd incd din Cursul 9), cu identitatea geometricd I = jS.

Date: fir de cupru cu sectiunea S = 1 mm? = 1075 m?, parcurs de curentul I = 1 A; concentratia
electronilor liberi in cupru este n a 8,5 x 10?® m~2 (o valoare tabelatd, de ordinul 10?® m~3 mentionat
deja in Cursul 9), iar sarcina elementara este e = 1,6 x 10719 C.

Cerinta: viteza de drift v, a electronilor de conductie.

Rezolvare: din I = newv,; S obtinem

I
nesS

Vg =
1

(8,5 x 1028)(L,6 x 10-19)(10-9)

7,4 x 107° m/s.

Q

| 04~ 74 %107 m/s ~ 0,074 mm/s |

Este o viteza derizorie - la acest ritm, un electron ar avea nevoie de aproape patru ore ca sa strabata
un metru de fir. Contrastul cu experienta cotidiand (un bec se aprinde practic instantaneu la apasarea



intrerupatorului) nu este o contradictie: ceea ce se propagé aproape cu viteza luminii prin fir este cdmpul
electric I/, stabilit simultan de-a lungul Intregului circuit, nu electronii insisi.

Fiecare electron din fir Incepe sa deriveze aproape simultan cu toti ceilalti, indata ce campul ajunge la
el, dar miscarea lui individuala, cea calculatd mai sus, raméne extrem de lenta - drift-ul este o miscare
colectiva, sincronizata de cAmp, nu o cursa a electronilor individuali de la sursa pana la bec.

Viteza de drift si densitatea de curent: cursor E

E =100 V/m

j=0E =(70 A/m’

Conductivitatea leaga proprietdtile microscopice ale materialului de legea lui Ohm

Figura 3: (3D) vec v_d = -muvec E: cursor E to v_d, vecjmath = sigmavec E

Conductivitatea si legea lui Ohm (forma locala)

-

Cu j= —env, (din cursurile anterioare) si vy = —pkE:

—

j:—en(—uE):enuE’ = j=0oE | o=-enpu,

unde o este conductivitatea electricd, cu [o]g; = @ 'm™!. Vectorii Jsi F au aceeasi orientare. Inversul
conductivitatii este rezistivitatea:

(Q-m), j=oE=-E.

D=

o enp

Rezistivitatea difera enorm de la un material la altul - probabil cel mai larg interval de valori al oricarei
mérimi fizice uzuale. Cuprul are po, ~ 1,7 x 107 Q- m, iar aluminiul, un alt metal bun conducitor,
par ~ 2,7x 1078 Q- m - valori comparabile. La polul opus, sticla are p cuprins intre 101° si 104 Q - m,
adica cel putin saptesprezece ordine de marime mai mult decat un metal bun conducator.

Tocmai aceastd plaja enorméa de valori imparte materialele in trei clase: conductoare (metalele, cu p
foarte mic), izolatoare (precum sticla sau majoritatea materialelor plastice, cu p imens) si, la mijloc,
semiconductoarele (siliciul pur are p ~ 2 x 103 - m) - a céror rezistivitate poate fi controlati, prin
dopaj, cu multe ordine de marime, exact proprietatea care le face utile in electronica.

Aplicatie numerica. Cu rezistivitatea cuprului de mai sus putem afla si timpul liber mediu 7, folosind
o = 1/p si relatia o = ne?r/m, obtinutd combindnd o = enp cu p = er/m. Cun ~ 85 x 1028 m=3,
e=1,6 x 107! C si masa electronului m = 9,11 x 1073! kg:



m

Poun e’
B 9,11 x 10731

(1,7 x 10-)(8,5 x 102%)(1,6 x 10-19)2
~ 2,5 x 10714 g,

ciruia ii corespunde mobilitatea u = er/m ~ 4,3 x 1072 m?/(V - s). Un timp liber mediu de ordinul a
107! s pare infim, dar este exact ce garanteazi ci regimul stationar se instaleazi, practic, instantaneu:
dupa doar cateva asemenea intervale, viteza de drift si-a atins deja valoarea de echilibru ¥; = —ME'.

Cat de departe ajunge, de fapt, un electron intre doua ciocniri? Tnmul‘gind timpul liber mediu cu viteza
reald (nu de drift, ci viteza termicd haoticd) a electronilor intr-un metal, de ordinul v ~ 1,6 x 10 m/s,
obtinem drumul liber mediu:

(=v7~ (1,6 x 106)(2,5 x 10714) ~ 4 x 108 m = 40 nm,

adicd aproximativ 150 de distante interatomice (spatierea iomilor in cupru este de ordinul a 0,26 nm).
Rezultatul e surprinzator pentru un model bazat pe “ciocniri” individuale electron-ion: un electron care
s-ar lovi cu adevarat de fiecare ion Intalnit in cale n-ar putea parcurge o suta cincizeci de asemenea
distante fara sa fie oprit. Explicatia corecta este cuantica - electronul se comporta ca o unda, iar o unda
care traverseaza o retea perfect periodica nu este deloc imprastiata; numai abaterile de la periodicitate
(vibratiile termice ale ionilor, impuritétile) Impréastie electronul cu adevérat. Modelul Lorentz-Drude, desi
clasic, surprinde totusi corect forma finala a legii j = oE, chiar dacii mecanismul microscopic exact al
ciocnirilor raméne, in detaliu, un fenomen cuantic, dincolo de cadrul acestui curs.

O observatie importanta, care arata limitele modelului: supraconductorii nu respecta relatia j = oE.
Sub o temperatura critica, rezistivitatea lor devine practic nuld, iar un curent poate persista fara niciun
camp electric care sa-l intretina - o comportare pe care modelul Lorentz-Drude, construit pe ciocniri
individuale electron-retea, nu o poate explica. Fenomenul are, la fel, o origine pur cuantica, dincolo de
cadrul acestui curs.

Intensitatea si cAmpul in sdrme de grosimi diferite

Din j = enuE‘ sil=j-Srezultd I = enSpuE. Cand conductoarele sunt puse in serie, I = const.
Pentru materiale identice (n, u egale):

E,S; = EyS, = const.

Deci densitatea de curent si cAmpul sunt mai mari in sdrmele subtiri (j; > j, - analog pentru orice
numar de conductoare in serie cu sectiuni crescatoare), desi intensitatea I raméane aceeasi.

Analogia hidraulica este utila aici: e ca si cum am forta acelasi debit de apa printr-o conducta care se
ingusteaza pe alocuri - acolo unde sectiunea ¢ mai micé, apa trebuie sd curgd mai repede (aici, sub un
gradient de potential, respectiv un cAmp electric, mai intens) ca sd transporte, in fiecare secunds, exact
acelasi volum ca portiunea larga.

De exemplu, trei fire din acelasi material, legate in serie, cu sectiuni crescatoare S; = 0,5 mm?, S, =
1,5 mm? si S3 = 3 mm?, au aceleasi n si y, deci E,S; = EyS, = E3S;. Rezultd

1 1 1

adicd firul cel mai subtire (S;) are un cAmp (si o densitate de curent) de sase ori mai intens decat firul
cel mai gros (S3), desi prin toate trei trece, in fiecare moment, exact acelasi curent I.
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Campul electric este mai intens in sdrma subtire: densitate mai mare, sectiune mai mica

Figura 4: (3D) E mai intens in sarme subtiri (serie, I = const)

Sinteza (formule de referinta)

Recapituldm lantul complet de relatii stabilit panad acum, de la miscarea microscopica a unui singur
electron cuasi-liber pana la legea locald a lui Ohm:

-

- erT - -
j=—envy, Uy=-—pubE, p=—, j=enpuE, oc=enpu, j=ocE=-FLE.
m

=

Legea lui Ohm (forma integrala) si rezistenta

Am stabilit legea lui Ohm in forma ei locala, j = o E, valabila punct cu punct in interiorul conductorului.
Trecem acum la forma ei istoricd si integrald - cea cu care lucreaza, de fapt, un inginer la bancul de
masura, exprimata direct In marimi usor de citit pe un aparat: tensiune si curent.

Legea lui Ohm (Georg Simon Ohm, 1826): pentru materialele ohmice, dependenta dintre intensitate
I si tensiune U = V; — Vg este o dreapta.

Figura 5: Graficul I(U) pentru un material ohmic: dreapta trece prin origine cu panta 1/R; punctul de
constructie (U, I) ilustreazd definitia rezistentei.

Microscopic, un material este ohmic atunci cdnd conductivitatea lui o (deci si p = 1/0) nu depinde de
campul E aplicat - exact situatia surprinsa de formula ¢ = eny de mai sus, in care nimic din membrul
drept (e, n, p) nu se schimba atunci cAnd F variazd. Metalele sunt materiale ohmice intr-un domeniu



enorm de campuri, ceea ce explica de ce modelul Lorentz-Drude le descrie atat de bine; alte materiale
(jonctiunile semiconductoare, gazele ionizate) nu sunt ohmice deloc, iar pentru ele nu exista o rezistenta
unica, independenta de curent.

Este o distinctie istorica demna de remarcat: Ohm a descoperit aceasta regularitate pur empiric, in
1826, masurand curenti si tensiuni fara s& aiba vreo idee despre electroni sau despre retele cristaline -
electronul avea sa fie descoperit abia in 1897, de J. J. Thomson. Explicatia microscopica de mai sus, prin
modelul Lorentz-Drude, a venit aproape opt decenii mai tarziu. Este un exemplu tipic al modului in
care progreseaza adesea fizica: intéi legea empirica, verificata experimental cu precizie, apoi mecanismul
profund care o explica.

Pentru un conductor de lungime [ si sectiune constanta S, cu I constant in interior, integrand de-a lungul
liniei de camp:

Bﬁ B B
VNJ%:/l?ﬁ:/)EW%%O:E/LM:EL
A A A

Deci V, — Vg = El (campul = diferenta de potential pe unitatea de lungime). Definim rezistenta
electrica:

det V4 — Vg
= I
Folosind j = %E’ sij= é, avem é = %, deci I = STE. Atunci:
El El l
=T se 7 [f7rs
p

Raportul dintre tensiune si curent este o constanta. Rezistenta este direct proportionala cu lungimea
si invers proportionala cu aria sectiunii, p fiind inversul conductivitatii.

De ce anume creste R cu [ si scade cu S7 Rezistivitatea p este o proprietate strict locala a materialului -
aceeasi In orice punct al firului, indiferent de forma lui -, dar rezistenta R este o proprietate a #ntregului
obiect. Un fir mai lung inseamna, pur si simplu, mai mult drum de-a lungul caruia trebuie mentinut acelasi
camp E (deci aceeasi cidere de tensiune pe unitatea de lungime) ca si treacd acelasi curent - tensiunea
totald necesard, U = El, creste proportional cu [, deci si R = U/I. O sectiune mai mare, in schimb, ofera
mai multe “canale” paralele prin care poate trece curentul simultan: pentru aceeasi densitate de curent
Jj (deci acelasi cAmp E = pj), o sectiune mai largd transporta un curent total I = jS mai mare, ceea ce
inseamnd o rezistenta mai mica.

Exemplu: rezistenta unui fir de cupru

Date: fir de cupru de lungime [ = 100 m si sectiune constantd S = 2 mm? = 2x 107% m?, cu rezistivitatea
Pou ~ 1,7 %1078 Q- m.

Cerinta: rezistenta electrica R a firului.

Rezolvare: direct din formula dedusa mai sus,
l
R=p—
P
100
2 x 106
=(1,7x107%) x (5 x 107) = 0,85 Q.

R~ 0,85 Q

= (1,7 x 1078) x



pl Legea lui Ohm integrala: U = RI, R=pl/S
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Figura 6: Legea lui Ohm integrald: U = RI si R = rho,l/S

O rezistentd mica, asa cum se cuvine unui fir de conexiune: la un curent de cativa amperi, caderea de
tensiune pe el (U = RI) raméne neglijabild. Acelasi fir, daca ar trebui folosit ca element incalzitor, ar
fi complet nepotrivit - pentru asta se aleg aliaje cu rezistivitate de zeci de ori mai mare (nichelina, de
exemplu, are p ~ 1,1 x 107¢ Q- m, de peste saizeci de ori mai mare decat a cuprului), tocmai ca o bucata
scurtd de fir s concentreze o rezistenta utila.

Conductor cu sectiune variabila

Formula R = pl/S dedusd mai sus rémane valabila chiar daca firul e indoit sau serpuit, atat timp cét
sectiunea S rdmane constanta de-a lungul lui - [ fiind, In acest caz, lungimea masurata de-a lungul firului,
nu distanta in linie dreaptd dintre capete. Ceea ce schimba lucrurile cu adevarat este o sectiune care
variazd pe parcursul conductorului (de exemplu, un fir care se ingusteaza treptat, ca o palnie, sau invers).

Pentru un asemenea conductor, cu sectiune variabild, formula R = p!/S nu mai poate fi aplicatd direct;
rezistenta se scrie in general ca

R = p x (factor geometric).
Ideea din spatele acestei formule generale devine precisa daca tratam conductorul ca pe o insiruire de felii

infinitezimale, fiecare de grosime dl si sectiune locala A(1), deci de rezistenta infinitezimald dR = p dl/A(l);
insuménd (integrand) toate feliile de-a lungul lui obtinem rezistenta totala:

forma care se reduce exact la R = pl/S atunci cdnd sectiunea A(l) = S este constanta si poate fi scoasa
in afara integralei.

Efectul Joule

In Cursul 9 am numit deja efectul Joule energia disipata prin ciocnirile permanente ale electronilor aflati
in drift cu reteaua de ioni a metalului, amanand explicatia ei exacta pentru cursul de fata. Mecanismul
e chiar cel din inima modelului Lorentz-Drude: intre doua ciocniri, cAmpul accelereaza, electronul si i



mareste energia cinetica; la ciocnire, acest surplus de energie nu dispare, ci este predat ionului retelei,
care vibreaza ceva mai intens - la scara macroscopica, aceasta agitatie suplimentara a retelei este caldura.

Puterea cedata de cAmp unui singur electron, intre dou& ciocniri, este produsul dintre forta electrica

F = —¢FE si viteza lui medie de drift o, = —pE:

-

F oty = (—cE) - (—pE) = e p B2,

o marime pozitiva, de vreme ce cei doi vectori sunt paraleli (ambii orientati opus lui E, céci electronul e
negativ). Cu n electroni in fiecare unitate de volum, puterea disipatd pe unitatea de volum este

p=nepuE?=(enp)E?* = cE?,

-

folosind relatia o = en u stabilitd mai sus. Cum j = oFE, aceeasi putere volumica se scrie si p = j- E; iar
cu E = pj devine p = p j2:

m3

- W
p=7-FE=0E?=pj? (putere pe unitatea de volum, in —) .
Aceasta este forma locala a disiparii Joule, valabila punct cu punct, exact ca legea lui Ohm din care

deriva. Pentru forma ei globald, integram p pe volumul unui conductor de lungime [ si sectiune constanta
S, unde 7 si E sunt uniforme; volumul este [S, deci puterea totala disipata este

P =p-(IS) = (E)(S) = (jS)(El) = I U,

folosind I = jS si U = El, ambele stabilite mai sus. Cu legea lui Ohm integrala U = RI obtinem cele
trei forme echivalente, uzuale la bancul de masura:

U2
P=UI=I°R=—
R

Spre deosebire de energia inmagazinata Intr-un condensator incarcat, care poate fi recuperata integral
la descarcare, energia disipata prin efectul Joule este ireversibila: odata transformata in caldura, ea nu
se mai poate Intoarce ca energie electrica utila - de aici si cele doud fete ale efectului, deja amintite in
Cursul 9: uneori ciutata, ca intr-un radiator electric, alteori doar o pierdere de minimizat, ca in firele
unei linii de transport.

Exemplu: puterea disipata in firul de cupru

Date: acelasi fir de cupru de mai sus, cu [ = 100 m, S = 2 mm?

curent I =5 A.

si R ~ 0,85 €, parcurs acum de un

Cerinta: puterea P disipatd prin efectul Joule.

Rezolvare: direct din P = I2R:

P=1’R=5%x0,85=25x 0,85 =21,25 W.

P~2125 W

O putere modesta, dar reala: chiar si un fir de conexiune bun, cu rezistenta mica, transforma neincetat
o parte din energia electrica transportatd in caldura - motiv pentru care, in instalatiile de putere, se
preferd fire groase (rezistentd mici, deci pierderi mici), in timp ce elementele incilzitoare aleg deliberat
un material de rezistivitate mare, ca nichelina de mai sus, tocmai ca sa concentreze aceasta disipare acolo
unde este utila.



Rezistenta R, definitd si calculatd aici pentru un singur conductor, devine in cursul urmétor elementul
de baza al unor circuite Intregi - acolo Invatam cum se combind mai multe rezistoare, legate in serie sau
in paralel, intr-o rezistenta echivalenta unica.
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