Cursul 9: Intensitatea curentului. Ecuatia de continuitate.
Curenti prin metale

Continuam studiul electrocineticii inceput in Cursul 8: dupa ce am definit acolo densitatea de curent 7,
trecem acum la intensitatea curentului electric - marimea masurata de fapt de orice ampermetru -, la
principiul ei fundamental, conservarea sarcinii electrice, exprimat riguros prin ecuatia de continuitate,
si la mecanismul microscopic al conductiei prin metale, materialul din care sunt confectionate aproape
toate firele conductoare ale circuitelor uzuale.

Intensitatea curentului ca flux al densitatii de curent

Reluam densitatea de curent 7 = p 9 = nq v, cu % = 7-nAS, relatie care provine, asa cum am ardtat in
Cursul 8, din sarcina continuta intr-un mic paralelipiped oblic de bazd AS si generatoare v At.

Densitatea de curent 7 descrie curgerea sarcinii punct cu punct: modulul si directia ei pot varia de la un loc
la altul in interiorul conductorului. Pentru multe aplicatii practice - de exemplu citirea unui ampermetru
montat Intr-un circuit - nu ne intereseaza aceastd harta locala, detaliata, ci o singura marime globala,
aceeasi pentru toti observatorii: cata sarcind traverseaza, in total, o sectiune data a conductorului, in
fiecare secunda.

Trecerea de la marimea vectoriala locala 7 la marimea scalara globala, intensitatea I, se face exact precum
la fluxul cAmpului electric (Cursul 2): prin integrarea componentei normale a vectorului pe o suprafata.

Intensitatea medie a curentului prin suprafata AS este

Loy = 2
mediu — Kt7
masurata in g = Amper. Este o marime scalara: nu are directie si sens, dar poate fi negativa, atunci
cand sarcina curge de fapt in sensul opus normalei 7 alese pentru a orienta suprafata. Alegerea acestei
normale este pur conventionald: ea nu schimba fenomenul fizic, ci doar semnul cu care il citim. Printr-un
tub de curent, I este aceeasi prin orice sectiune (I = I - aceeasi cantitate de sarcina intr-un interval de
timp fixat); vom demonstra riguros aceastd proprietate ceva mai jos, cu ajutorul ecuatiei de continuitate
in regim stationar.

Cand At — 0 obtinem intensitatea instantanee printr-un element de suprafata:
dl =7-ndS = Iz/]ﬁdS.
bX

Geometric, integrala Inseamnd impértirea suprafetei ¥ (care poate fi complet arbitrard, nu neapéarat
pland) intr-o retea de petice infinitezimale d.S, calcularea contributiei dI a fiecarui petic si Insumarea
tuturor acestor contributii.

Intensitatea instantanee a curentului electric printr-o suprafatd ¥ este egald cu fluxul vec-
torului densitate de curent prin acea suprafata.
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Semnificatia fizica a unitétilor: din I [A] = [j]g; - m* rezulta

st = o)

A (intensitate )

suprafata



Intensitatea curentului ca flux al lui 7’

e

Intensitatea totala este integrala dubld a densitatii de curent prin suprafata Sigma

Figura 1: (3D) I ca flux al lui vecjmath prin suprafata Sigma
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S Is, =1Is, (divj=0)

Figura 2: Tub de curent In regim stationar: liniile densitatii de curent j traverseaza doud sectiuni S si
S de arii diferite, insd intensitatea I rdmane aceeasi prin ambele (div j = 0).



In cazul particular, foarte intalnit in practici, in care 7 este uniform si perpendicular pe o sectiune plana
de arie S (situatia unui fir conductor drept), integrala de flux se reduce la simplul produs I = j5, forma
pe care o vom folosi direct in exemplele numerice de mai jos.

Exemplu: tubul de curent care se ingusteaza

Date: un tub de curent, ca cel din figura de mai sus, transporta in regim stationar un curent de intensitate
I =8 A. Sectiunea sa transversala are aria S; = 4 mm? la un capit si se Ingusteaza pand la S, =1 mm?
la celalalt.

Cerinta: densitatea de curent j;, j, in cele doua sectiuni, si felul in care se schimba viteza purtatorilor
de sarcina intre cele doua capete.

Rezolvare: Cum I este aceeasi prin orice sectiune a tubului, densitatea de curent (uniforma pe fiecare
sectiune) este j = I/S:
)

P T = f= B gy A
TS T Ax10 m2 2T T k10 m?’

Densitatea de curent creste de patru ori, exact cdt se micsoreaza aria, firesc, de vreme ce produsul lor,
intensitatea I, ramane fix.

Cum 7 = nqv cu aceeasi concentratie n de purtatori de-a lungul intregului conductor, viteza lor de curgere
trebuie sa creasca in acelasi raport: purtatorii de sarcina curg de patru ori mai repede prin capatul ingust
decat prin cel larg.

Ecuatia de continuitate

Reprezinta ilustrarea matematicd a principiului conservarii sarcinii electrice (un electron nu poate
fi distrus): sarcina electricd nu poate disparea brusc dintr-un loc pentru a reapirea, instantaneu, in altul,
ci poate doar sa curgd, continuu, dintr-un punct intr-un punct vecin.

Forma integrala

Fie ¥ o suprafatd inchisd (frontiera domeniului D) si Q(t) sarcina din interior. Domeniul 2 poate
avea o forma complet arbitrara, nu neaparat cea a unui tub sau a unei sfere, iar tot ceea ce urmeaza
ramane valabil neschimbat, indiferent de forma aleasa. Printr-un element de suprafata d.S, sarcina iesita
in intervalul dt este 7- ndSdt. Insuméand pe intreaga suprafata X, sarcina totala iesita in intervalul

At =1t —t, este (#zj' ﬁdS) At, deci:

Qlty) = Q1) + (ﬁéj-ﬁds) (t—to).

De aici — #ijo ndS = %g(tﬂ), iar la limita ¢ — ¢, (limita despre care presupunem ci existd si este

finitd, adica sarcina Q(¢) este derivabild in raport cu timpul):

~ff5nas =2,
4 dt

Altfel spus:

Aceasta este forma integrala a ecuatiei de continuitate: fluxul total al densitatii de curent care iese
printr-o suprafata inchisa ¥ este egal cu viteza cu care scade sarcina cuprinsa in interiorul ei.



Daca iese mai multa sarcind decét intra, @) scade; dacd intra mai multd decat iese, ) creste; iar daca
fluxul net este nul, sarcina din interior raméne constanta, oricdtd miscare haotica ar exista fnduntru.

Exista o analogie structurald, dar si o diferentd esentiald, fata de legea lui Gauss (Cursul 3). Acolo, fluxul
lui E printr-o suprafata inchisa dadea, direct, sarcina din interior, f?gz E-ndS = Qi /0, 0 relatie valabild
la orice moment dat, fara sa implice timpul. Aici, fluxul lui 7 nu da sarcina Insasi, ci viteza ei de variatie:
o relatie esentialmente dinamica, care leaga starea sistemului la doua momente de timp vecine.

Forma diferentiald (locald)

Scriind sarcina ca integrala de volum @, = fD p(7,t)dV:

—#j%dS:i p(?,t)dV:/L)(T’t) v
p ai ), —

Aplicand teorema Gauss-Ostrogradski (Cursul 3) membrului stang:

—/divjdvz/%dv N 0:/ (divj+@) v,
, |, ot , ot

Aceasta relatie este valabila pentru orice domeniu 2D am fi ales, oricat de mic sau de ciudat conturat. Un
integrand continuu a carui integrald se anuleaza pe orice domeniu trebuie sa fie el insusi nul in fiecare
punct: daca ar fi, de pilda, strict pozitiv intr-un punct P, atunci, prin continuitate, ar raméane pozitiv
si pe o mica vecindtate a lui P, iar integrala calculata tocmai pe acea vecinatate ar fi strict pozitiva, nu
nula, ceea ce ar contrazice ipoteza. Singura posibilitate ramasa este ca integrandul sa fie identic nul:

Ip(7,1)
divi+ —2%=0
T
Echivalent, divj = —%: divergenta densitatii de curent este exact viteza, cu semn schimbat, cu care

scade densitatea de sarcina chiar in acel punct.

Merita observat cd, spre deosebire de densitatea de sarcind p(7) din electrostaticid (Cursul 4), care era
staticd si nu depindea de timp, aici p(7,t) depinde explicit si de t. Ecuatia de continuitate este, prin
insasi natura ei, o afirmatie despre dinamica, nu despre o stare de echilibru fixata.

Aceasta fiind ecuatia de continuitate (indestructibilitatea sarcinii), ea leagd, in fiecare punct si in
fiecare moment, doud marimi altfel independente: divergenta densitatii de curent (cata sarcind “se scurge”
din vecindtatea infinitezimald a punctului, pe unitatea de volum) si viteza de scadere a densitétii de sarcina
chiar acolo.

Acolo unde liniile lui 7 se raresc si diverg, sarcina se scurge afara si p scade; acolo unde liniile converg si
se indesesc, sarcina se aduna si p creste; iar acolo unde p nu variaza deloc, exact atata curent intra cét
iese.

Exemplu: citirea locala a ecuatiei de continuitate

Date: intr-o regiune a spatiului, densitatea de curent are forma j = ax 2 (orientatd dupa axa Oz, cu
modulul proportional cu z), unde a > 0 este o constanta.

Cerinta: calculati div 7 si, cu ajutorul ecuatiei de continuitate, viteza de variatie a densitatii de sarcina
Op/0t. Sarcina se acumuleazd sau se scurge?

Rezolvare: Divergenta in coordonate carteziene (Cursul 3) are, in acest caz, o singurd componenta
nenula:

divy= 8—((1:6) =a.
x

Din ecuatia de continuitate, divj+ % = 0, rezulta direct:



Ecuatia de continuitate: sarcina iese, scade in interior
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Ecuatia de continuitate: suma fluxului de curent si variatia densitatii de sarcinad este zero

Figura 3: (3D) Ecuatia de continuitate: sarcina iese to scade in interior
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Cum a > 0, densitatea de sarcind scade uniform in timp, cu rata constantd a (in C/m? pe secundi), in
fiecare punct al regiunii: sarcina se scurge, nu se acumuleaza. Fizic, acest lucru este de asteptat, caci
J = ax creste odata cu z: fiecare element infinitezimal de volum lasa sa iasa, prin fata dinspre z mare,
mai multa sarcina decat primeste prin fata dinspre = mic.

Cazul stationar

In electrocinetica stationara (curent continuu) densitatea de sarcind nu variaza in timp, % =0, deci:

Aceasta simplificare este specifica regimului stationar. Ea nu mai este valabila in regimuri tranzitorii, ca
de exemplu in timpul incdrcarii sau descdrcirii unui condensator (Cursul 14), atunci cAnd sarcina de pe
armaturi variaza In timp si, local, 9p/0t # 0.

Spre deosebire de cAmpul electrostatic al unei sarcini (div E'= £, cu linii deschise), liniile cAmpului 7 in
0

regim stationar sunt curbe inchise. O linie de cAmp a lui E incepe pe o sarcind pozitiva si se termind
pe una negativa, tocmai pentru ca div E # 0 1i ofera surse si puturi; densitatea de curent stationara
nu are asemenea surse, asa ca liniile ei nu pot incepe si nu se pot termina nicaieri. Singura posibilitate
geometricd ramasa este sa se inchidd asupra lor insesi, In bucle: sarcina care pleaca dintr-un capat al
unui circuit parcurge intregul circuit si se intoarce, fara sa se adune nicaieri pe drum.

Este exact imaginea intuitiva a unui circuit electric simplu: o sursa, un fir, un bec, toate legate intr-o
bucld inchisa. Sarcina nu se “consuma” in bec, asa cum s-ar putea crede la prima vedere. Ea traverseaza
becul, cedandu-i energie prin ciocnirile despre care vom vorbi la finalul acestui curs, apoi se intoarce la
sursa pentru a reporni ciclul.

Putem verifica acum, riguros, afirmatia facutd mai devreme despre tubul de curent: ca intensitatea I
este aceeasi prin orice sectiune transversala S;, S, a unui asemenea tub. Alegem drept suprafata inchisa
¥ chiar portiunea din tub cuprinsa intre S si S,: peretii laterali, plus cele doud capace. Pe peretii



laterali, prin constructia tubului de curent, j este tangent la suprafatd (liniile de curent nu ies prin ei),
deci j- n = 0 acolo, iar singura contributie la flux vine de la cele doua capace:

> lateral S Sy

1

(semnul — pe S; apare pentru ci normala exterioara a lui ¥ este orientatd acolo Impotriva curgerii, iar
pe S, in sensul ei). Cum divj = 0, teorema Gauss-Ostrogradski da un flux total nul prin ¥, deci:

—Isl+15220 =

exact proprietatea folosita, fara demonstratie, in exemplul tubului care se ingusteaza, discutat mai sus.

Curenti electrici prin medii conductoare (metale)

Ecuatia de continuitate stabilita mai sus este valabila pentru orice mediu prin care curge sarcina electrica,
indiferent de natura purtatorilor de sarcind. Ne Intoarcem acum la cazul ei cel mai important din punct
de vedere practic: curentul electric prin metale, materialul din care sunt confectionate aproape toate
firele conductoare ale circuitelor uzuale.

Nu orice material conduce la fel de bine curentul electric. Ceea ce diferentiaza un conductor bun, precum
un metal, de un izolator este tocmai disponibilitatea unor purtatori de sarcina liberi sa se deplaseze prin
material. Tngelegerea structurii microscopice a metalului - de unde vin acesti purtatori si cum se comporta
ei - este primul pas catre o teorie cantitativa a conductiei electrice.

In interiorul metalului, cate un electron de pe straturile marginale ale fiecarui atom se desprinde si se
misca practic liber, fird sa poata iesi din metal. Astfel, concentratia electronilor liberi este egald cu
concentratia atomilor:

n~ 102 m~® (numir de atomi pe m3).
Este o concentratie uriasd: la aceastd estimare, fiecare centimetru cub de metal contine de ordinul a 10
electroni liberi.

Toti acesti electroni formeaza o “mare de electroni” care se miscd haotic in toate directiile, precum
moleculele unui gaz ideal: viteza lor de agitatie individuala este mare, dar orientata la intdmplare, foarte
diferita de mica viteza ordonata pe care o vom calcula la finalul acestei sectiuni, atunci cdnd prin metal
circuld efectiv un curent. Ceilalti electroni ramén legati de nuclee si nu participa la conductie; nici
nucleele, mult mai grele si legate rigid in reteaua cristalina, nu participa.

Datorita miscarii complet haotice, suma vitezelor este nula:

Uy + 0y + -+ Uy =0,

deci densitatea globald de curent este 0. Desi exista densitati microscopice de curent nenule, caracterul
haotic face ca densitatea totala de curent prin metal sa fie 0.

Asta nu Inseamna ca electronii stau pe loc: dimpotriva, fiecare se deplaseaza individual cu o viteza
considerabila, schimbata mereu prin ciocniri cu ionii retelei metalice. Ceea ce se anuleaza este doar
suma acestor viteze, tocmai pentru ca miscarea este complet dezordonata: pentru fiecare electron care se
indreapta, la un moment dat, intr-o directie, exista, statistic, un altul care se indreapta exact in directia
opusa. Este aceeasi situatie ca la un gaz aflat In repaus macroscopic: moleculele lui se ciocnesc si se
misca permanent, cu viteze mari, dar gazul, ca intreg, nu curge nicaieri.



Miscarea haotica: Y ¢; =0, deci 7= 10
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Media vitezelor zero implica densitate de curent zero: fara curent net

Figura 4: (3D) Marea de electroni: miscare haotica, sumvec v_i =0

Cum obtinem totusi curent

Un conductor in cAmp exterior E,, isi redistribuie sarcinile pand cénd, la echilibru electrostatic (Cursul
4):

Etotal - Ecxt + Edistrib =0.

In aceste conditii curentul net prin metal are densitatea 0.

Fara o sursa care sa Intretina neincetat acest dezechilibru, orice curent este strict tranzitoriu: la conectarea
unui conductor la un cdmp exterior, electronii se redistribuie rapid, practic instantaneu la scara timpului
uman, pana la anularea cAmpului interior, iar curentul, care a existat doar pe durata acestei redistribuiri,
Inceteaza.

Pentru a avea curent electric permanent trebuie deci s stricam echilibrul electrostatic, adica s men-
tinem campul electric din metal nenul. Mijloacele obisnuite sunt sursele de tensiune electromotoare:
plasate 1n circuit, ele redistribuie permanent electronii liberi astfel incit in interiorul metalului sa existe
mereu camp electric.

Mecanismul concret difera de la o sursa la alta: o baterie foloseste o reactie chimicd pentru a mentine
separarea de sarcina intre cei doi poli, iar un generator electric foloseste lucrul mecanic al unei miscari,
de exemplu cea a unei turbine. Rolul este Ins& mereu acelasi - sa reinnoiasca permanent dezechilibrul pe
care conductia electrica tinde, natural, sa il anuleze.

pentru ca sd existe curent electric = E; ., # 0.

Campul pune sarcinile in miscare; legea exacta care leaga densitatea de curent de cAmp, 7 = oF, o
stabilim abia in Cursul 10.

Viteza de drift a electronilor

Cat de repede se deplaseaza, in realitate, “norul” de electroni atunci cdnd prin metal trece curent electric?
Suprapusa peste agitatia haotica descrisa mai sus (care in medie, nu contribuie cu niciun curent net)

apare acum o miscare ordonata suplimentara, indusa de forta F = qutem = —eEmtem pe care campul



Stricam echilibrul: apare Ein conductor, curentul porneste
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Legea lui Ohm in forma locala: densitatea de curent e proportionalda cu campul

Figura 5: Stricam echilibrul - apare vec E n metal

intern o exercita asupra fiecarui electron: o viteza de drift v;, mica dar nenuld, orientata de-a lungul
campului si responsabild exact pentru densitatea de curent j = ngt, stabilitd in Cursul 8.

Din j = nev,; (modulul relatiei 7 = ng¥, cu |g| = e pentru electron) am putea, in principiu, extrage direct
vy = j/(ne) pentru orice fir metalic parcurs de un curent cunoscut. Rezultatul, asa cum vom vedea cu
cifre concrete in Cursul 10 (modelul Drude), este surprinzator de mic, cu mult sub viteza de agitatie
haotica a electronilor discutata mai sus.

Energia disipata prin ciocnirile permanente ale electronilor aflati in drift cu reteaua de ioni ai metalului
poarta numele de efectul Joule si incalzeste conductorul. Acesta este subiectul caruia i se dedica o parte
a cursului urmator, unde vom vedea exact cum afecteaza trecerea curentului metalul prin care el circula.

Efectul este uneori dorit, ca in firul incandescent al unui radiator electric sau al unui bec cu incandescenta,
si alteori un cost inevitabil, ca Incalzirea firelor unei linii electrice, prin care se pierde o parte din energia
transportati. In ambele cazuri, originea fizici este aceeasi: micile ciocniri, repetate de un numar enorm
de ori pe secunda, ale electronilor aflati in drift cu reteaua de ioni a metalului.
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