Cursul 7: Energia unui sistem de sarcini. Energia si gruparea
condensatoarelor

Recapitulare: condensatorul si capacitatea electrica

Din Cursul 6 retinem notiunea de condensator: un sistem format din doi conductori cu sarcini egale in

modul si de semn opus, +Q si —@Q), aflati la potentialele V4 si V. Raportul C' = este constant

VACEVB
pentru un condensator dat si se numeste capacitatea electrica a acestuia, masurata in farazi (F = C/V).
Pentru condensatorul plan (pldci plan-paralele, cu distanta dintre pldci mult mai micd decat dimensiunea
lor), am dedus formula:

€0
C1plaun = 7

Cursul de fata raspunde la doua intrebari care decurg firesc din acestea. Intai: ce energie este inma-
gazinata atunci cdnd construim, piesa cu piesd, un sistem de sarcini electrice - fie el un nor de sarcini
punctiforme, fie un condensator incarcat? Apoi: cum se comporta mai multe condensatoare atunci cand
sunt asamblate impreuna, in serie sau in paralel, si ce capacitate echivalenta rezulta?

Energia unui sistem de sarcini

Energia unui sistem de sarcini este definité ca lucrul mecanic total efectuat de o forta externa
pentru a construi, piesd cu piesd, acel sistem (aducdnd sarcinile de la infinit).

De ce tocmai de la infinit? Pentru ca la distanta infinita sarcinile nu interactioneaza deloc - potentialul
produs de o sarcind punctiformd, V = kg/r, tinde la 0 cAnd r — oo -, asa cd infinitul oferd un punct
de referintd natural, cu energie de interactiune nuld, exact conventia V(oo) = 0 folositd deja pentru
potentialul electric.

Deducere pas cu pas

Presupunem ca forta externa actioneaza cvasistatic: in fiecare moment sarcina adusa este practic in
echilibru, iar energia ei cinetica ramane neglijabila pe tot parcursul. Conform relatiei fundamentale
stabilite in Cursul 1, V; =V, = ff E - d7, lucrul mecanic efectuat de campul electric asupra unei sarcini
q deplasate din infinit (unde V = 0) pand intr-un punct P cu potentialul V(P) este ¢[V(c0) — V(P)] =
—qV(P). Forta externa, egald si opusa fortei electrice In orice moment, efectueaza exact lucrul contrar:

Loo—)P = L]V(P)

Aducem acum sarcinile una cite una, aplicind aceasta regula la fiecare pas.

o Pasul I. Aducem prima sarcind ¢; in spatiul gol. Nu exista inca nicio alta sarcina, deci potentialul
din locul ei de sosire este V =0, iar L; =¢; -0 =0.
o Pasul II. Aducem g, la distanta r,, de g;; acolo, potentialul produs de ¢, este kg, /o, deci:

kq,
Ly=gqy,—.
T12

o Pasul IIl. Aducem g5, aflatad la distantele ry5 si ry3 de primele doud sarcini; potentialul din locul
ei de sosire este suma potentialelor produse de g, si gy:



Li=q @Jr@ :kq1q3+quq3
3 ° T13 T93 '

T13 T93

kquq: kqq: kq2q:
W = q192 + 9143 + 9243
T12 713 723

Figura 1: Energia unui sistem de trei sarcini punctiforme: q este adusa de la infinit la varful triunghiului
format cu q si q; fiecare latura poarta distanta dintre sarcini, iar energia totala este suma celor trei
termeni de pereche, W =kqq /r +kqq/r +kqq/r .

Constructia energiei unui sistem de sarcini . S
M/acc =5.53 u.a.

q3 soseste: Wig si Wag

- kq1q2

Wip = = 1.56

W= %Z%‘Vj
J

Formula generala: energia totala este jumadtate din suma produselor sarcina-potential

Figura 2: (3D) Constructia energiei: aducerea sarcinilor pas cu pas

Formula de inductie pentru pasul N

Pentru trei sarcini, lucrul total este suma celor trei pasi:

kq,q, + kq1q3 + kgoq;

total,3 1 2 3
T2 rlS T23

Fiecare pereche de sarcini apare o singurd datd in aceastd suma - perechea (1,2), perechea (1, 3), perechea
(2,3) -, pentru cé la pasul j intervine numai potentialul sarcinilor deja aduse, niciodaté al celor care vor
veni dupa. Pentru a scrie acest fapt intr-o formula valabila pentru orice N, este mai comod sa ITnsumam
peste toate perechile ordonate i # j (flecare pereche neordonata fiind numaérata astfel de doud ori) si sa
fmpartim rezultatul la 2:



Verificare pentru N = 3 Formula de mai sus trebuie sa reproducd exact rezultatul Ly, 3 obtinut
direct, prin adunarea pasilor I-III. Pentru N = 3, suma dubla are 3 x 2 = 6 termeni (i # j, ambii intre
1 si 3); termenii se grupeaza apoi In perechi egale (¢oq; = ¢19,, aceeasi distantd r;,, si analog pentru
celelalte doud laturi), fiecare pereche numarata de doud ori:

N =

ij 2\ o 13 T12 Ta3 13 Ta3

ii kqlq] _k (‘Zz% B0 N9 BT Dds QQ‘Zs)
1 i=1
T

k (2q1q2 L 200 2q2q3>

2 T12 T13 T'23
k k kqsq-

_ R41492 + 4193 + 4293

= = L -
total,3»
T12 13 T'23

exact rezultatul obtinut mai sus prin adunare directa. Factorul % din formula generala nu este, deci, un
artificiu: el corecteaza faptul ca suma dubld numara fiecare interactiune de doud ori, o data ca (¢,7) si o
data ca (j,1).

Grupand acum suma generala dupa indicele j:

tot al — Z q] Z %

1=1 Zj
i#]

Suma din paranteza este chiar potentialul produs de toate celelalte sarcini in punctul lui g,
adica V;. Rezultd formula de calcul rapid a energiei electrostatice a unui sistem de sarcini punctiforme:

1 i
electrlc - 2

Pentru o distributie continud de sarcind, cu densitate volumicd p (Cursul 4), suma discretd devine o
integrala de volum,

1
Wzi/deV,

unde V este potentialul total din acel punct; nu mai apare nicio problema de “autointeractiune”, pentru
ca fiecare element infinitezimal de sarcind dg = pdV este, la rdndul lui, infinitezimal.
Exemplu: patru sarcini in varfurile unui patrat

Date: patru sarcini punctiforme, toate egale cu g, asezate in cele patru varfuri ale unui patrat de latura

L.
Cerinta: energia electrostaticd W (.. @ sistemului.

Rezolvare:

1 4
electrlc = 5 Z - Vl + VQ + ‘/3 + V;l)



Prin simetria patratului, toate cele patru potentiale trebuie sa fie egale, V; = V, = V53 = V: o rotatie
de 90° in jurul centrului patratului duce fiecare varf exact in locul vecinului séu, lasand configuratia de
sarcini neschimbatd (toate egale cu q), iar repetdnd-o, orice varf ajunge, pe rand, in locul oricarui altul.
Este suficient, deci, sa calculam potentialul intr-un singur varf, produs de celelalte trei sarcini: doua

sarcini vecine, la distanta ! (laturile patratului), si una opusd, pe diagonald, la distanta V2

kg kg kg k‘q( 1)
V=24 L M ).
NG l V2

Deci:

1 kq 1 2kq? 1
WelectriCZQQ'4V1:2Q'l(24—\/5): ; 2+ﬁ .

Simplificand coeficientul numeric, 2 (2 + %) =442, obtinem forma cea mai compacta.:

kq? kq?
Welectric = % (4 + \/5) ~ 5a41 %

4 sarcini in varfurile unui patrat . )
laturi: 7 =1 (4 perechi)

diag.: r = IV?2 (2 perechi)

Figura 3: (3D) Exemplu: 4 sarcini in varfurile unui patrat

Aplicatie numerici. Pentru ¢ =1 puCsil =20 cm = 0,2 m, cu k ~ 9 x 10° N - m?/C? (valoarea

rotunjitd, uzuald, a constantei lui Coulomb):

2 19 1—62
W, 51 x P g gp 5 92X 107 < (1077

: ~ 541 x4,5x 1072 J ~ 0,24 J.
electric 1 072 ) X 4,0 X )

Este o cantitate de energie modestd - suficientd, de exemplu, pentru a ridica un ou de giina (50 g) la
aproape jumatate de metru inaltime -, dar arata ca interactiunile electrostatice, chiar la sarcini de ordinul

microcoulombului, inmagazineaza energii usor de comparat cu experienta cotidiana.



Energia unui condensator

Trecem acum de la un nor oarecare de sarcini punctiforme la cazul cel mai simplu si mai important
din punct de vedere practic: condensatorul, sistemul de doi conductori cu sarcini +@Q si —Q studiat
in Cursul 6. Formula generala W = %Z] q;V; dedusd mai sus se aplica neschimbata, dar structura
speciala a condensatorului - toatd sarcina pozitiva la un singur potential, toata sarcina negativa la altul
- o simplifica drastic.

Presupunem un condensator cu placi plan-paralele la echilibru electrostatic: +@ la potential V,, —Q la
potential V. Plecand de la formula energiei, separam suma pe cele doua armaturi, pentru ca armatura A4,
fiind un conductor la echilibru electrostatic, se afld intreags la acelasi potential V, (si, analog, armétura

Wa=5 3 aVi= 5 [ aaVat YamVe] = 5 [Va Xaai+ Vo Las]
2 £ 2 2

Cum } g4, =Qsi ) qp =—Q:

1 Q Q
Wa =5 [QVa—=QVpl =5 (Va—Vp) =5 Usp
QUag
Wy =—=—=
el 2
Folosind C = VACBVB =>Q=CU,psiUyp= %, obtinem trei variante echivalente:

_QUAB:CfoB :Q_2

Wa = 2 2 20

Energia condensatorului: 3 forme echivalente

W:Q—U:9.00
2
2
:CU =9.00
2
2
W:Q—:Q.OO

Toate trei sunt egale!

Q=6.0
C' =2 u.a. (unitati arbitrare)

Toate trei formele dau aceeasi energie stocata in camp

Figura 4: (3D) Energia condensatorului: 3 forme echivalente



Exemplu numeric
Date: condensator cu capacitatea Cy, = 10 nF = 1078 F, incércat la tensiunea U = 10 V.
Cerinta: energia Inmagazinata W =7
Rezolvare:
 CyU? 1078 x 10?

= = 1_6 = .
W= ; 05105 J =05 uJ

A doua cale: incarcarea treptata

Exista si o a doua deducere a acestei energii, la fel de instructiva, care urmareste condensatorul chiar
In timpul procesului de incarcare, nu doar starea lui finala. La un moment intermediar, condensatorul
poartd deja sarcina ¢ (cu 0 < ¢ < Q) si, prin definitia capacitatii, tensiunea la bornele lui este V = ¢/C.
Pentru a aduce inca o sarcind infinitezimald dg pe armatura pozitiva, forta externa trebuie sa invinga
exact aceasta tensiune, cheltuind lucrul mecanic:

dW =V dq = %dq.

Insumand (integrand) de la starea descircats (¢ = 0) pana la sarcina finald Q:

Q
W/quql Vol Ry
, ¢~ clz2], "2

exact a treia varianta a formulei de mai sus. Acest drum de deducere explica de ce apare factorul %: pe
mésurd ce sarcina se acumuleazd, tensiunea V = ¢/C creste liniar, de la 0 pand la U; “pretul” fiecdrei
sarcini suplimentare creste pe parcurs, iar tensiunea medie platita de-a lungul intregului proces este exact
U/2 (media dintre 0 si U). Lucrul mecanic total este, asadar, sarcina finald inmultitd cu tensiunea medie,
W =Q-(U/2) = QU/2, nu cu tensiunea finald U - de unde factorul 1, care nu este un artificiu matematic,
ci reflecta direct felul in care s-a facut incarcarea.

Densitatea de energie a cAmpului electric

Formulele de mai sus spun cat lucru mecanic costa un condensator incarcat, dar nu spun unde se afla,
fizic, acea energie. Raspunsul este ca energia nu sta “pe sarcini”, ci este distribuita prin tot spatiul ocupat
de campul electric, cu o densitate volumica pe care o putem calcula exact pentru condensatorul plan.

Pornim de la forma W = %C’ U? si inlocuim capacitatea condensatorului plan si tensiunea sa in functie
de cAmpul uniform dintre placi, ambele stabilite in Cursul 6: C,,, = £,5/d si U = Ed:
€95 1
W= 07 (Bd)? = 5 eoE? (Sd).

| =

Produsul Sd este chiar volumul spatiului dintre placi, singura regiune unde existd camp electric
(E = 0 atat In conductori, cat si, pentru condensatorul plan ideal, In exteriorul lui). Tmpér‘gind energia la
acest volum obtinem energia pe unitatea de volum, adica densitatea de energie a cAmpului electric:

w 1
U:§:§€OE2

Desi am obtinut-o pentru cazul particular, uniform, al condensatorului plan, acest rezultat este general:
in orice regiune a spatiului in care exista cAmp electrostatic F/, indiferent de sarcinile care il produc,
energia este distribuitd cu aceeasi densitate u = e,E% (Demonstratia generald combina formula de

asamblare W = % J pV dV de mai sus cu forma diferentiald a legii lui Gauss, divE = p/ey, stabilitd in
Cursul 4, si depéiseste cadrul acestui curs.)



Interpretarea fizicd schimba felul in care gdndim cdmpul electric: nu mai este doar un instrument de
calcul pentru forte, ci un obiect fizic real, care poarta el Insusi energie, intinsa prin spatiu, mai densa
acolo unde cAmpul e mai intens. Numeric, un cAmp electric de E = 10° V/m inmagazineaza:

u = %50E2 = % x 8,85 x 10712 x (10°)2 ~ 4,4 J/m3,

cativa jouli pe metru cub. Este o densitate modesta, iar cimpul nu poate creste oricat: aerul incepe sa se
strapunga electric (apar scantei) la circa 3 x 10% V/m, iar cele mai bune materiale izolante solide ajung
cel mult la ordinul a 10® V/m - o limita fizica ce plafoneazi, in cele din urma, ct de multd energie poate
inmagazina orice condensator intr-un volum dat. Ceea ce ofera totusi un condensator, spre deosebire de
o baterie chimica (care inmagazineaza mult mai multa energie, dar o elibereaza lent), este viteza: energia
lui, oricat de modesta, poate fi eliberata aproape instantaneu - de aceea condensatoarele, nu bateriile,
alimenteaza blitul unui aparat foto sau defibrilatorul unui spital, acolo unde este nevoie de puteri mari
pe intervale de timp foarte scurte.

Gruparea condensatoarelor

In practica, valorile de capacitate disponibile “pe raft” sunt limitate; pentru a obtine o capacitate anume,
se combind mai multe condensatoare standard. Exista exact doua moduri de baza de a le lega - in serie si
in paralel -, deosebite prin ceea ce raméne constant de-a lungul gruparii: sarcina @, respectiv tensiunea

Uap-

A) Gruparea in serie

Condensatoarele C, C,, C5 sunt legate in serie intre bornele A si B, mentinute la V, —Vp = U, g = const.
Oricate condensatoare am avea si indiferent de capacitati, fiecare armatura se incarcs alternant cu +@
si —@Q (aceeasi sarcina @) pe tot lantul).

De ce trebuie ca sarcina sa fie aceeasi pe fiecare condensator din lant? Fiecare “nod” intermediar - de
exemplu, armatura din dreapta a lui C; impreuna cu firul care o leaga de armatura din stanga a lui C,
- formeaza un conductor izolat: nu este legat direct de bornele A sau B, iar sarcina nu poate trece
prin dielectricul dintre placi. Acest conductor porneste neutru, deci sarcina lui totald raméne mereu 0.
Daca armatura dinspre C; se incarca, prin inductie, cu —@), atunci armatura dinspre C, trebuie sa se
incarce cu exact +(@), ca suma sa ramana nula - iar acelasi rationament se repeta, identic, la fiecare nod
intermediar de-a lungul lantului, fortdnd aceeasi sarcina @, in modul, pe toate condensatoarele.

Introducénd nodurile intermediare M si N (A—C; — M —C, — N —Cy — B):

Q Q Q
ViV, =2 oy oy oy oy Y
A M Cl’ M N CZ’ N B Cd
Adunéand:
QR Q @
V- Vo= 4 2%
amVe=a te e,

Pentru condensatorul echivalent serie C,, =

—
—
—
—

., ot
1
Ces 1+1+1

Deoarece fiecare termen 1/C; este pozitiv, suma lor depéseste oricare termen luat separat, adica 1/C,, >
1/C; pentru fiecare 4, sau echivalent C,; < C; pentru toate i. Capacitatea echivalenta serie este



intotdeauna mai mica decét cea mai mica dintre capacitatile individuale - gruparea In serie
“séraceste” mereu capacitatea, niciodata n-o mareste.

Pentru doud condensatoare: C, = Ccl 1+Cc%2 De exemplu, C; = C; = 10 mF dau:

1 1 1
es — GG, = 010 mF = 700 mF =5 mF.
C,+C, 10+ 10 20

B) Gruparea in paralel

Condensatoarele C,C,,C5 sunt legate in paralel intre A si B, la U,p fixat. Diferenta de potential
(circulatia lui E) este aceeasi pe fiecare ramuri, fiind independents de drum (Cursul 1):

Ba
A

Fizic, fiecare armatura legata la borna A face parte dintr-un conductor, deci, la echilibru electrostatic,
este parte a unui sistem echipotential (proprietatea stabilitd in Cursul 4): toate arméturile legate la A se
afla la acelasi potential V,, oricat de departe ar fi una de alta, si la fel pentru cele legate la B. Fiecare
condensator din grupare “vede”, deci, exact aceeasi tensiune U, .

Sarcina totald se distribuie: Q = Q; + Q4 + @5, cu

Ql = Cl(VA - VB)a Qz = Cz(VA - VB)v Qs = Cg(VA - VB)? Q= Cep(VA - VB)'

Rezulta capacitatea echivalenta paralel:

‘Cep:01+02+03+---+CN ‘

Fiind o suma de termeni pozitivi, C,, depdseste oricare dintre capacitétile individuale: capacitatea
echivalenta paralel este intotdeauna mai mare decit cea mai mare dintre capacitatile indi-
viduale. Explicatia fizica este directa: legand condensatoarele in paralel, practic le alaturam armaturile,
marind aria efectiva expusa cAmpului - exact factorul S din formula condensatorului plan, C,,,, = ,5/d,
care intra direct proportional in capacitate.

Contrastul este izbitor pentru aceleasi componente: cele doua condensatoare de 10 mF folosite mai sus
dau 5 mF legate in serie, dar

Cep201+02=10+10=20mF

legate In paralel - de patru ori mai mult decat in serie, desi condensatoarele sunt identice. Alegerea dintre
cele doua grupari este, asadar, o unealtd practica directd: serie pentru a Imparti tensiunea totald si a
micsora capacitatea echivalenta, paralel pentru a aduna capacitatile si a pastra aceeasi tensiune pe fiecare
ramura.



Gruparea condensatoarelor: serie si paralel

Paralel: aceeasi tensiune U, sarcinile se aduna

+
3
- -,

Q=01+ Q2+ Q3 =C U+ CoU+C3U
CPZC1+CQ+C3

U

Sarcinile se aduna: capacitatea echivalentului paralel este suma capacitatilor

Figura 5: Gruparea serie / paralel - colapsul la echivalent
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