Cursul 6: Teorema reciprocitatii (Green). Capacitatea.
Condensatorul

Recapitulare: conductorul la echilibru electrostatic
Un conductor aflat la echilibru electrostatic are:

» potentialul constant in interior si pe suprafata: V = const;
o campul electric nul in interior: E = 0;
o campul in vecinatatea suprafetei perpendicular pe suprafatd, de modul £ = %

Un conductor gol ecraneazd de la exterior spre interior: am ardtat in Cursul 5 (cusca Faraday)
cd orice cavitate dintr-un conductor la echilibru electrostatic ramane cu E = 0 in interior, indiferent de
sursa exterioara a cAmpului. Daca metalul este conectat la pamant, sarcina indusa pe fata exterioara se
scurge (dispare) in rezervorul de sarcina al padméantului, iar conductorul devine ecran bilateral.

Am vazut, deci, cum se comporta un singur conductor izolat, la echilibru electrostatic. Intrebarea acestui
curs este mai generald: ce se intdmpld cu un sistem de mai multi conductori, aflati simultan la echilibru
electrostatic?

Teorema reciprocitatii (Green)

Fie un sistem fizic fix de IV conductori metalici - aceleasi forme, aceleasi pozitii relative, izolati unii de
altii -, pe care il putem Incarca in moduri diferite, lasdndu-1 de fiecare data sa ajunga la un nou echilibru
electrostatic. Teorema reciprocitatii leagd Intre ele oricare doud asemenea stari de echilibru ale aceluiasi
sistem:

« starea I: conductorii au sarcinile @); si potentialele V;;
o starea II: aceiasi conductori au sarcinile Q) si potentialele V.

In aceste conditii, teorema reciprocitatii afirma ca:

@V +QoVy + -+ QnVy = Q11 + Q5Va + -+ Qy Vi,

adicd, pe scurt (relatia de reciprocitate):

N N
D Q=) QW
i=1 i=1

Numele de reciprocitate vine tocmai din aceasta simetrie: rolurile starilor I si II se pot inversa oricand in
enunt, fara sa schimbe relatia.

Rezultatul este surprinzator de puternic tocmai pentru ca cele doua stari pot fi complet diferite - sarcini
diferite, obtinute prin proceduri de incarcare complet diferite -, atata timp cat conductorii insisi (forma,
marimea, pozitia lor relativd) rdmén neschimbati. De retinut: teorema nu afirma simpla identitate
Q,;V; = Q;V/ (asta ar fi banal), ci leagd #ncrucisat marimile din cele doud stédri - sarcinile din I cu
potentialele din II, si invers.



Teorema reciprocitatii Green
Q1V] =14.01J
Q2Vy =144 ]

> QiV=2841]

Teorema reciprocitatii: suma incrucisatd este simetrica

Figura 1: Teorema reciprocitatii: doua stari de echilibru
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Figura 2: Teorema reciprocitatii (Green): aceiasi doi conductori in starea (1) cu sarcinile Q, Q
potentialele V|, V| respectiv in starea (2) cu marimile primate; relatia de reciprocitate Q V.’ + Q V'’

Q'V +Q’'V.



O consecinta a teoremei: simetria potentialelor induse

O prima aplicatie, care arata forta teoremei, se obtine pentru /N = 2 conductori A si B, comparand doua
stari in care Incarcam pe rand cite unul singur:

o starea I: incircdm A cu sarcina @ si lasim B neutru (izolat, cu sarcind netd zero); se instaleaza

potentialele V;‘D pe A si V];I) pe B - nenul, desi B e neutru, tocmai pentru ca B resimte prezenta
lui A din apropiere;
o starea II: Incarcam B cu aceeasi sarcina @ si lasam A neutru; se instaleaza VAH) pe A si V](gH) pe B.

Aplicam teorema reciprocitatii intre cele doua stari, cu Q4 = @, Qg = 0 in starea I'si Q) =0, Q5 = Q
in starea II:

QaVi+QpVe=0Q4Va+QpVp
Q ViV+o-vyl=0-v{+qQ v
0 VXI) ~Q Vg)

VSI) _ Vg)

Cu alte cuvinte: potentialul indus pe conductorul neutru A, atunci cand punem sarcina () pe B, este
ezact egal cu potentialul indus pe conductorul neutru B, atunci cand am fi pus aceeasi sarcina @) pe A
- chiar daca A si B au forme complet diferite. Geometria singura nu anticipeaza un asemenea rezultat;
teorema 1l garanteaza.

Date: doi conductori izolati A si B, de forme diferite; sarcina ) = 5 nC pusd pe A (cu B neutru) induce
pe B potentialul V](BI) =12 V.

Cerinta: ce potential se instaleaza pe A daci, in schimb, punem aceeasi sarcind ¢ = 5 nC pe B, lasand
A neutru?

. . < . II I NV .
Rezolvare: din relatia dedusd mai sus, V,E; ) = V1<3) = 12 V, fara niciun calcul geometric nou - teorema
inlocuieste o problemd grea (recalcularea distributiei de sarcind pentru o geometrie noud) cu o simetrie.

Capacitatea electrica a unui conductor izolat

Ne intoarcem acum la cazul cel mai simplu al teoremei, N = 1: un singur conductor izolat, comparat cu el
insusi in doud stéri diferite de incarcare. Pentru un singur conductor izolat (Q - sarcina, V' - potentialul),
teorema lui Green aplicatd intre starile I (Q,V) si Il (Q', V) da:

Q_
V'=Q -V = = =_—- =const.
Q Q v
Acest raport constant se numeste capacitatea electrica a conductorului izolat: oricdt am schimba
sarcina de pe conductor (si, odatd cu ea, potentialul), raportul /V raméane acelasi - o constanta care
depinde exclusiv de forma si marimea conductorului, nu de cat de incarcat este el la un moment dat.

Observatie: C' = Q/V este intotdeauna o marime pozitivil. Un conductor incdrcat pozitiv are potential
pozitiv fata de infinit, iar unul incarcat negativ, potential negativ - sarcina @ si potentialul V' au mereu
acelasi semn, deci raportul lor e pozitiv.

Aceeasi concluzie rezulta si pe o cale diferita, direct din liniaritatea ecuatiei lui Laplace stabilite in Cursul
4. Daca dublam sarcina ) a conductorului, potentialul pe care ea il produce in orice punct al spatiului se
dubleaza si el, pentru ca atat ecuatia AV = 0 din exteriorul conductorului, cat si conditia de conductor
echipotential pe frontiera sunt liniare in sarcina. In particular, potentialul se dubleaza si pe suprafata
conductorului insusi, deci raportul /V raméane neschimbat oricdt am scala sarcina - reciprocitatea si
liniaritatea sunt, de fapt, aceeasi proprietate privita din doud unghiuri diferite.



Cazul sferei

Pentru o sferd conductoare incércatd uniform, am stabilit deja (Cursul 5) cé, din exterior, distributia de
sarcing se comportd exact ca o sarcina punctiforma egald asezata in centru - simetrie radiala, liniile de
camp egal distantate pe orice sferd concentrica -, deci potentialul sferei este V' = %. Rezulta:

_Q_Q _R_ R _
Csf—v—@—E—T—Zl?TFJOR.

R 4meg

Capacitatea electricd a sferei este direct proportionald cu raza ei: o sfera de raza dubld aduna, la
acelasi potential, o sarcind dubla.

Capacitatea sferei izolate: C = 4megR

C =13.4 pF
1% =1% @m

Derivare: capacitatea se obtine din raportul Q/V si din expresia potentialului sferei

Figura 3: Capacitatea sferei izolate C = 4pivarepsilon_ 0 R

Date: sferd conductoare izolatd, de razid R = 10 cm = 0,10 m (cam cit un grepfrut), aflatd in vid
(g9 = 8,85 x 107'2 F/m).

Cerinta: C; =7

Rezolvare:

C

S

¢ =4megR = 47 x (8,85 x 10712) x 0,10 ~ 1,11 x 10! F = 11,1 pF.

Numaérul acesta este surprinzitor de mic. Chiar si pentru intregul Pamant, cu raza R = 6,37 x 10° m,
aceeasi formuld di o capacitate de numai C ~ 7x 107 F ~ 700 F. Faradul este, asadar, o unitate enorma
pentru un conductor izolat; condensatoarele intalnite in practica se misoars in picofarazi (1072 F) sau
microfarazi (1076 F), iar un conductor izolat de 1 F ar fi un obiect fantastic de mare. Acesta este un
prim indiciu ca, pentru a inmagazina o sarcina utila la o tensiune rezonabila, avem nevoie de o idee mai
buna decat o sfera izolata - si tocmai aici intervine condensatorul.

Condensatorul

Un sistem format din doi conductori cu sarcini egale in modul si opuse ca semn se numeste
condensator; capacitatea sa este raportul C = Q/(V; —V,).



De ce ajuta al doilea conductor? Un conductor singur, izolat, este un loc prost pentru a pastra sarcina
electricd, tocmai pentru cd, asa cum am vizut mai sus, potentialul lui creste repede pe masura ce adaugdm
sarcina. Trucul este sa aducem in apropiere un al doilea conductor, incarcat cu sarcina opusda —(@Q): acesta
“trage in jos” potentialul primului, astfel incit aceeasi sarcind @ ajunge acum la o tensiune mult mai
mica decat ar fi ajuns conductorul singur - iar o tensiune mai micd pentru aceeasi sarcind inseamna o
capacitate mai mare. Doi conductori asezati special ca s& pastreze sarcini egale si opuse formeaza un
condensator, iar aproape orice condensator intalnit in practica este construit dupa acest principiu.

Cele doud arméturi au sarcinile +Q la potential V; si —Q la potential V; (cu V; > V,, armétura pozitiva
fiind cea de potential mai ridicat). AplicAnd teorema lui Green intre starile I si II:

QV —QVy =QVi =QV, = QI =V5)=Q" (V; =V,),

de unde:

Q _ @
NV, V-V

= const = capacitatea condensatorului.

Unitatea de masura in SI:

[Clar = % = F (Farad).

Deoarece —@Q) corespunde lui V;, iar +@Q corespunde lui V;, capacitatea se scrie ca o marime pozitiva:

Q _ -Q
VA_VB VB_VA'

C =

Date: condensator cu capacitatea C' = 100 pF, incarcat la tensiunea U =V, — Vp =12 V.
Cerinta: sarcina () de pe fiecare armatura?

Rezolvare: direct din definitia capacititii, Q = CU = (100 x 1071%)(12) ~ 1,2 x 1072 C = 1,2 nC pe
armétura de la potentialul mai ridicat, A, si —1,2 nC pe cea de la B.

Capacitatea condensatorului plan (placi plan-paralele)
De ce sarcina se concentreaza pe fetele interioare

Ne intrebam mai Intai, calitativ, cum arata campul unui condensator format din doua placi cu +@) si
—(@, in functie de distanta dintre ele. La distantd mare, fiecare placd “nu resimte” prea mult prezenta
celeilalte: liniile de cAmp pleaca de pe placa pozitiva aproape simetric in toate directiile si se inchid pe
placa negativa parcurgénd tot spatiul din jur, ca si cum fiecare placa ar fi, aproximativ, un conductor
izolat propriu; sarcina fiecarei placi se imparte, in aceasta situatie, aproape egal intre cele doua fete ale
ei.

Pe masura ce apropiem placile, sarcina se rearanjeaza: tot mai multe linii de camp ale unei placi se
inchid direct pe cealalta placa, fara sa mai ocoleasca prin exterior, iar sarcina migreaza preponderent pe
fata interioard (cea dinspre cealaltd armaturd). Cu un total fix de 18 unitati de sarcind pe fiecare placa,
desenul calitativ al cursului ilustreazad exact aceastd tendinta: la distantd mare, sarcina se imparte 9 pe
fata exterioara si 9 pe cea interioard; apropiind placile, impartirea devine 5 pe fata exterioara si 13 pe
cea interioara; iar la distanta foarte mica, aproape toatd sarcina - 15 din cele 18 unitati - s-a strans pe
fata interioara, cu doar 3 ramase pe fata exterioara.

In limita in care distanta d dintre plici este mult mai micd decat raza (dimensiunea) placilor, aceasta
tendinta devine o aproximare excelenta: practic toatd sarcina se asaza pe fetele interioare, cAmpul dintre
placi devine aproape uniform, iar cdimpul din exterior tinde la zero. Aceastad observatie calitativa justificd
ipoteza de lucru a calculului care urmeaza.



Derivarea capacitatii

Deoarece distanta dintre placi este mult mai mica decat dimensiunea lor, aproape toata sarcina s-a strans
pe cele doua fete interioare, conform discutiei de mai sus, iar cAmpul dintre ele este cel stabilit deja in
Cursul 5 pentru suprafata oricarui conductor electrizat (derivat acolo cu o cutie gaussiand, tip “pillbox”):

camp concentrat si aproape uniform intre placi, nul In exterior - calculam astfel capacitatea cu eroare
foarte mica (aproximatia devine exacta in limita d — 0, la S fixat). Tensiunea dintre placi se obtine
integrand cAmpul pe un drum de la A la B - integrald independentd de drum (Cursul 1):

B;»
VA—VB:/ E-dr.
A

Alegem drumul I" cel mai convenabil: pornim din A pe sdrma din stanga, trecem prin placa din stanga,
traversam interstitiul dintre placi, trecem prin placa din dreapta si ajungem in B pe srma din dreapta -
cinci segmente consecutive, notate (I)-(V):

Va—Vgy= | E-di+ | E-di+ | E-di+ | E-di+ | E-di.
) (11) (I11) (IV) (V)
S — e’
sarma stangad  placa stanga printre placi placa dreaptd  sidrma dreapta

Segmentele (T), (IT), (IV) si (V) trec toate prin conductori (sirme sau plici metalice), unde E = 0 la
echilibru electrostatic, deci contributia fieciruia este nuld. Raméane doar segmentul (III), cel dintre placi,
unde campul este uniform si paralel cu drumul (cos0 = 1):

Vy— V= E-d?z/|ﬁ||d?|00$0:£ 7| = 2~ d,
(111) €o Ja) €o

unde d este chiar lungimea segmentului (III), distanta dintre placi. Asadar:

Vi—Vp="2d, s U=E-d.

€o
Capacitatea condensatorului plan devine:
o _Q Qs _ =S
plan g d Q J d
€o S
€oS
C(pla,n 07
Verificare dimensionald: [¢)] = F/m, deci
F/m - m?
[Cplan] = - Fﬂ

exact unitatea capacitatii.
Capacitatea condensatorului plan este:

 invers proportionala cu distanta dintre placi: apropiind armaturile, aceeasi pereche de sarcini
+Q ajunge la o tensiune tot mai micd (U = Ed, cu d mic), deci C' = Q/U creste;

e direct proportionala cu suprafata placii: o placa mai mare gazduieste mai multd sarcind la
aceeasi densitate o (acelasi cAmp E = g /¢, aceeasi tensiune U = Ed), deci C creste.



Condensatorul plan: cAmpul uniform

d =0.80 u.a.
E x1/d =125 u.a.

E(.L.[ = [)
Reducerea distantei d mareste E: sarcinile de suprafata se apropie

Figura 4: (3D) Condensatorul plan: cAmpul concentrat intre placi

Cele doua legi rezuma, de fapt, intreaga strategie de proiectare a unui condensator real: pentru o capaci-
tate mare intr-un volum rezonabil, avem nevoie de placi cit mai largi si de un interstitiu cat mai ingust.
Profesorul noteaza ca aceasta dependenta a fost confirmata experimental la seminar.

Exemplu numeric

Date: condensator plan cu placi circulare de raza R = 10 cm = 0,1 m, aflate la distanta d = 1 cm =
1072 m una de alta, cu vid intre ele (g, = 8,85 x 1072 F/m).
Cerinta: Cp,, =7

lan

Rezolvare: aria unei plici este S = 7R? = 7 (0,1)? ~ 3,14 x 1072 m?, deci:

C =

plan

- e ~ 27,8 x 10712 F = 27,8 pF.

g5 _ (8,85 x1071)(3,14 x 107?)
d

Figura 5: Geometria condensatorului plan: doua placi paralele de arie S separate de distanta d, cu caAmp
electric uniform E intre ele si densitati de sarcind + si - pe fetele interioare; capacitatea rezulta C =

S/d.

Comparam cu sfera izolata de mai devreme, de aceeasi raza R = 10 cm: acolo obtinusem Cy ~ 11,1 pF.
Chiar la un interstitiu incd generos, de o zecime din razd (d = 1 cm), perechea de plici stocheazd deja
de aproximativ 2,5 ori mai multa sarcina pe volt decat sfera singura - iar raportul creste fara limita pe
mésurd ce micsordm d, pentru ca C,, o< 1 /d, in timp ce capacitatea sferei izolate rdméne fixata o data
pentru totdeauna de propria ei raza.



Un 1 F ramane, totusi, un obiect exotic: la acelasi interstitiu d = 1 cm, ar trebui o placa de arie

_Cd ()0~

g ~ UGV T
gy 8,85 x 10712

~ 1,1 x 10° m?,

adica vreo mie de kilometri patrati. De aceea condensatoarele reale nu maresc pur si simplu placa, ci
strang interstitiul la cativa microni.

Condensatorul - concentrator de caAmp

Sarcinile (4) si (—) se asazd numai pe fetele interne ale condensatorului - exact fetele pe care, in
discutia calitativa de mai sus, am vazut ca se concentreaza sarcina atunci cand placile sunt apropiate; in
exterior cAmpul tinde la 0.

Intr-un circuit cu o baterie (de exemplu, una de 3 V), tensiunea la bornele condensatorului este acecasi
cu cea de la bornele bateriei: V, — Vy = Vo — V5 (unde C, D sunt bornele bateriei) - bateria incarca
armaturile exact pana cand tensiunea dintre ele egaleaza tensiunea sa electromotoare.

Apropiind fetele condensatorului la V, — V5 = const (tensiune impusa, fixa, de baterie), cAmpul electric
dintre pléci creste, pentru cd E = U/d cu U fixat si d tot mai mic. De aceea:

Condensatorul este un concentrator de camp electric.

Este esential care marime raméne fixd in acest proces. Daca bateria raméine conectata, ea impune
V4 — Vg = const, iar E = U/d creste pe masurd ce d scade - exact situatia de mai sus. Daca, in
schimb, am Incarca mai intii condensatorul si apoi l-am deconecta de la baterie (sarcina ) rdménand
fixd), apropierea placilor nu ar mai schimba cAmpul, pentru cd E = o/, = Q/(¢,S) nu depinde de d; s-ar
schimba, in schimb, tensiunea U = Q/C = Qd/(e,S), care ar scidea odata cu d. Concentrarea cAmpului
electric este, asadar, efectul unei surse externe care mentine tensiunea constanta In timp ce geometria
condensatorului se strange.

Contrastul cu un conductor singur, izolat, este exact cel discutat mai sus: acolo, liniile de cAmp se
imprastie in tot spatiul din jur; intr-un condensator cu placile apropiate, aceleasi linii de cAmp sunt
stranse intre cele doua armaturi, iar restul spatiului raméne practic liber de cdmp. Aceasta este ideea
- doi conductori apropiati, cu sarcini egale si opuse - din spatele oricarui condensator real, oricat de
complicata ar fi geometria lui exacta.

Rezumat

1. Teorema reciprocitétii (Green): pentru un sistem de N conductori, comparat in doud stari de
echilibru electrostatic I si II, ZZIL Q, V) = Zfil Q;V;; sarcinile din I se combind cu potentialele din
IT exact ca sarcinile din II cu potentialele din I.

2. Capacitatea conductorului izolat: C'= Q/V, o constantd fixatd exclusiv de forma si mérimea
conductorului; pentru sfera, C; = 4me R, direct proportionala cu raza.

3. Condensatorul: doi conductori cu sarcini +@Q) si —Q; capacitatea C' = Q/(V;—V,) este intotdeauna
o marime pozitiva, masuratd in farazi (F = C/V).

4. Condensatorul plan: C,,, = £,5 /d - direct proportionald cu suprafata placilor, invers propor-
tionala cu distanta dintre ele; aproximatia e valabila cind d e mult mai mic decat dimensiunea
placilor.

5. Condensatorul este un concentrator de cimp: la tensiune fixa, micsorarea distantei dintre
placi mareste cAmpul electric dintre ele, in timp ce campul din exterior raméne aproape nul.
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