Cursul 4: Ecuatia Poisson; conductori la echilibru electrostatic

Recapitulare

Din cursurile anterioare retinem relatiile fundamentale ale cAmpului electrostatic:

fE-szo (1)
I
E=—gradV (2)

rotE=0  (3)

Relatia (1) implicd, prin teorema Stokes:
%Ewl?z//(rotﬁ’) -ndS =0,
T b

Diferenta de potential intre doud puncte 1 si 2 este:

ceea ce este consistent cu (3).

2
Vl—V2:/ E - d7.
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Integrala de contur a lui E: camp conservativ

E ¢ rot K/
Campul electrostatic este conservativ: integrala pe orice contur inchis este zero

Figura 1: Integrala de contur a lui E este zero



Densitatea volumica de sarcina si legatura cu campul electric
Densitatea volumica de sarcina
Fie un domeniu 2 din spatiu. Definim densitatea volumica de sarcina in punctul P(z,y, 2) ca:

dq

P(%ya Z) = W

[C/m?].

Sarcina totala continuta in domeniul 2 este:

QD—/DdQ—///Dpdv.

P(z,y, i?

1V
dQ = pdV

Figura 2: Domeniu D delimitat de suprafata ¥, cu elementul de volum dV si sarcina elementara dQ =
dV in punctul P(x, y, z).

Densitatea volumica de sarcina p

AQ =14.0 u.a.
AV =0180 u.a.3
p =778 C/m’

Densitatea de sarcind depinde de pozitie: este o functie de punct in spatiu

Figura 3: Definitia densitatii volumice de sarcina rho

Teorema Gauss in forma integrala

AplicAnd teorema Gauss (divergentei):

#E.ﬁdsz /// divEdV.
> D



Pe de alta parte, legea lui Gauss pentru cAmpul electric afirma ca fluxul lui E printr-o suprafata inchisa
> este egal cu sarcina interioard Impartita la e:

#E-ﬁds*:@:i///pdv.
b3 €o €o JIp

Deoarece relatia este valabila pentru orice domeniu 2, integranzii trebuie sa fie egali. Obtinem astfel
legatura matematica dintre cAmp si sursa:

dvE=2L| ()
€o

Legea lui Gauss: fluxul electric

<I>E=fﬁ-dffzg (I)EZG.OOV-IH
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Local, cAmpul izvoraste din sarcind - aceasta este forma diferentiala a legii

Figura 4: Legea Gauss: flux prin suprafata inchisa

Ecuatia lui Poisson
Derivarea ecuatiei
Combiniim relatiile (2) si (4). Inlocuind E = —grad V in (4):
. _
div(—grad V) = —.
€o

Operatorul grad in coordonate carteziene este:

gradV:fa—erj%avar?f}afV,
or dy z

deci:
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Aplicand operatorul div termen cu termen:
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adica:
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57 T o +to7) = - (5)

Operatorul laplacian

Introducem operatorul laplacian A (numit si V?), definit in coordonate carteziene prin:

w PP

A Al
222 Vo2 T 022

Cu aceasta notatie, ecuatia (5) se rescrie ca —AV = £ adica:
: ’ 0

AV =—L1"(6)

€o

Aceasta este ecuatia lui Poisson - legdtura dintre potentialul electric V' si densitatea de sarcina p care
1l produce.

o In regiunile fird sarcini libere (p = 0), ecuatia lui Poisson se reduce la ecuatia lui Laplace:
AV =0.

o Ecuatia lui Poisson este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea, fundamentald in elec-
trostatica, electrotehnica si fizica matematica.

Derivarea ecuatiei Poisson: AV = —p/eg
)
AV =L
€0

Ecuatia Poisson: laplacianul potentialului este proportional cu densitatea de sarcina

Figura 5: Derivarea pas cu pas a ecuatiei lui Poisson

Proprietati ale conductorilor metalici la echilibru electrostatic
Structura microscopica a metalelor

Un material izolator plasat intr-un cAmp electric nu va fi practic parcurs de curent electric, atata timp
cat campul electric nu depéaseste valoarea de strapungere. Un conductor metalic se deosebeste de



izolator prin faptul ca in interiorul metalului existé electroni liberi, care se pot misca haotic in toate
directiile. Nu toti electronii sunt liberi - doar aceia care provin din straturile marginale (de valenta) ale
atomilor.

Concentratia atomilor intr-un metal este de ordinul 102® m™3. Dac fiecare atom cedeazi cate un electron
liber, vom avea o concentratie de electroni liberi de acelasi ordin de marime:

n, ~ 102 m=3.
Raportul dintre masa protonului si masa electronului este:
m
—2 ~ 1836.
me

Deoarece electronii sunt cu mult mai usori decat ionii din reteaua cristalina, ei raspund practic instantaneu
la orice caAmp electric aplicat.
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Figura 6: Comparatie izolator-conductor la nivel atomic: electroni legati fata de electroni liberi de
valenta.

Electroni liberi in metal: miscare haotica termica
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Camp extern aplicat: electronii deriva n sens opus cAmpului, spre stanga

Figura 7: Miscarea haotica a electronilor liberi in metal

Mecanismul atingerii echilibrului electrostatic

Cand un conductor metalic este plasat Intr-un camp electric extern E,,, electronii liberi sunt pusi in
miscare ordonata (contrar cAmpului, deoarece au sarcind negativa). Aceastd miscare continua pana cand
campul produs de sarcina redistribuita Ey;., 11 anuleaza exact pe cel exterior:



-

Eipial = Eoxt + Egiet = 0 (la echilibru electrostatic).
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Redistribuirea sarcinilor pana la echilibru
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La echilibru: cAmpul distribuit anuleaza cel extern, cimpul interior devine nul

Figura 8: Redistribuirea sarcinilor pana la echilibru (animatie vedeta)

Proprietatile conductorului la echilibru electrostatic

La echilibru electrostatic, un conductor metalic prezinta trei proprietati fundamentale:

Proprietatea 1: Campul electric total in interior este nul

Eiopa1 =0 (in interiorul metalului, la echilibru electrostatic). (7)

Aceasta este consecinta directd a procesului de redistribuire a sarcinilor descris mai sus.

Proprietatea 2: Sarcina neti se distribuie numai pe suprafatd Din (7) si ecuatia (4):

divE=L =0 = p=0 (in interiorul metalului).
€o

Aceasta Inseamna cd nu existd densitate volumica de sarcind in interiorul conductorului. Prin urmare,
sarcina neta cu care este electrizat metalul se distribuie la echilibru electrostatic exclusiv
pe suprafata acestuia, nu si in interior.

Demonstratie prin legea Gauss: consideram o suprafatd gaussiand ¥ trasatd in interiorul metalului (ori-
unde, fard si atingdl suprafata exterioard). Deoarece E = 0 in interior:

#E-ﬁdse%:o = Qi =0.
b €o

Aceasta este valabil pentru orice suprafata gaussiana interioara, deci p = 0 pretutindeni in interior, iar
sarcina se gaseste doar la suprafata.



p =0 in interior

Figura 9: Conductor arbitrar incarcat; suprafata gaussiana ¥ trasata in interior cu E = 0 si Q_int = 0;
sarcinile se gasesc exclusiv pe suprafata exterioara.

Proprietatea 3: Metalul este un sistem echipotential Fie doua puncte oarecare 1 si 2 din inte-
riorul (sau de pe suprafata) metalului, legate printr-un drum I" aflat in interior. Deoarece E=0 pe tot
drumul:

2
V1—V2=/E~dF:O = V=V,
1

Prin urmare, metalul aflat la echilibru electrostatic este un sistem echipotential: potentialul
electric are aceeasi valoare In orice punct al conductorului (interior si suprafatd).

+

Vi=V,

Figura 10: Conductor arbitrar la echilibru; drum I' intre punctele 1 si 2 in interior; E = 0 pe drum;
concluzie V.=V .

Rezumat - caracteristicile unui conductor metalic la echilibru electrostatic

1. Campul electric total din interior este nul:
Eipa =0  (in interior).

2. Sarcina neta cu care este electrizat metalul se distribuie la echilibru electrostatic numai pe suprafata
sa, nu si in interior (p = 0 in interior).

3. Metalul este un sistem echipotential in stare de echilibru electrostatic: potentialul este constant in
tot conductorul.

Nota: Campul electric exterior suprafetei metalului este perpendicular pe aceasta (altfel componenta
tangentiald ar pune electronii In miscare, contrazicind echilibrul).
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