Cursul 3: Teoremele Stokes si Gauss-Ostrogradski; legea lui Gauss

Reamintire: componente carteziene ale rotorului

Fie A un camp vectorial cu componentele (A4,, A, , A,). Componentele rotorului in coordonate carteziene
sunt:
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Observatie. Operatorii diferentiali grad f, div A si rot A sunt definiti intr-un punct al cAmpului.

Teorema lui Stokes (teorema circulatiei)

Teorema Stokes. Fie A un cAmp vectorial de clasd C! si I un contur inchis care margineste suprafata

deschisa ¥. Atunci:
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Enunt verbal. Circulatia cAmpului A de-a lungul unui drum Inchis I' este egala cu fluxul rotorului

campului vectorial A printr-o suprafatd arbitraré care se sprijina pe curba I'.

Figura 1: Suprafata deschisd ¥ sprijinita pe conturul inchis II; vectorii normali unitari m si elementele
de drum dr pe II.

Aplicatie: campul electric static si conditia rot E =0

Presupunem A=E (cAmp electric). Atunci circulatia devine:

}I{E’~dF://(rotE)~ﬁdS.
T >

Stim ca pentru cAmpul electrostatic (cAmp conservativ):



Figura 2: Teorema lui Stokes: conturul inchis C margineste suprafata deschisa ¥; sensul de parcurgere
al lui C si normala n respecta regula mainii drepte.
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Deoarece aceasta trebuie sa fie valabila pentru orice suprafatd ¥, rezulta:

[rot £ = 0]

Observatie geometricid. Campul electrostatic E nu se roteste (in sensul operatorului rotor); liniile sale
de camp nu formeaza vartejuri.

Teorema lui Gauss-Ostrogradski (teorema flux-divergenta)

Fie A un cAmp vectorial (nu neapérat electric) si ¥ o suprafatd inchisd, care delimiteazd domeniul 2.

Figura 3: Domeniu D delimitat de suprafata gaussiana ¥ cu normala exterioara m; element de volum dV
in interior.
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Figura 4: Suprafata gaussiana inchisa S care Inconjoara sarcina +Q; campul E strabate suprafata spre
exterior.

Teorema Gauss-Ostrogradski.
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Teorema transformd o integrald de suprafatd intr-o integrald de volum.

Enunt verbal. Fluxul cAmpului vectorial A printr-o suprafata inchisa ¥ este egal cu integrala pe volumul
delimitat de suprafata ¥ a divergentei campului vectorial.

Aplicatie: campul electric

Pentru A = E:
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Legea lui Gauss

Exemplu: sarcina punctiforma () - suprafata gaussiana sferica

Legea lui Gauss: fluxul nu depinde de raza sferei

R=200m
E(R) =900 V/m
d =100.5 V-m

Aceeasi sarcina Inchisa: orice sfera gaussiand numara acelasi flux

Figura 5: Flux al sarcinii punctiforme prin sfera gaussiana

Campul electric al sarcinii punctiforme Q:
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unde k = # si I este versorul radial, orientat dinspre sarcina spre punctul considerat. Componenta
0

radiala a cAmpului,

E =E -7=—-Z2,

r

este o marime cu semn: pozitiva pentru (Q > 0 (cAmpul iese din sarcind, in sensul lui 7*) si negativa pentru
Q@ < 0 (cAmpul intrd spre sarcind, in sens opus lui 7).



Alegem ca gaussiana o sferd de raza r, centratd chiar in sarcina (). Normala exterioara a sferei coincide

atunci, In orice punct, cu directia radiald, 7 = 7, un fapt pur geometric, adevarat indiferent de semnul
lui Q. Rezulta:
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aceeasi valoare (cu semnul ei) in orice punct al sferei. Fluxul prin suprafata sfericd 3 de raza r este

atunci:
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Prin urmare:

oy, = (derivat pentru gaussiand sfericd; legea lui Gauss de mai jos aratd cd fluxul depinde doar de sarcina totala ¢
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Observatie. Desi vectorul E are, punct cu punct pe sferd, directii diferite (caci 7 variazi), componenta
sa radiala F, este aceeasi peste tot pe sfera. De aceea a putut fi scoasa in afara integralei de flux.

Fluxul depinde doar de sarcina din interior - mai multe sarcini

Figura 6: Patru suprafete gaussiene ¥ —X in jurul unor configuratii diferite de sarcini; fluxul depinde
doar de sarcina totala din interior.

Fie mai multe sarcini gy, ¢5, g5, g, distribuite in spatiu, fiecare cu propriul camp electric. Prin principiul
superpozitiei, cimpul total este suma campurilor individuale, E= El + E2 =+ E'3 + E4, iar fluxul, fiind o
integrala, este el insusi liniar: fluxul total printr-o suprafata inchisa oarecare este suma fluxurilor create
separat de cele patru sarcini. Din rezultatul obtinut mai sus pentru sarcina punctiforma, fiecare sarcina
contribuie cu g; /e, dacd se afld in interiorul suprafetei si cu 0 daci se afla in exterior (liniile ei de cAmp care
intrd prin suprafatd ies tot prin ea, iar contributiile de intrare si de iesire se anuleazé reciproc). AplicAnd
acest rationament pentru patru suprafete gaussiene diferite, fiecare Inconjurdnd o alta submultime din
cele patru sarcini (vezi figura), obtinem:
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Observam ca fiecare suprafatd “vede” doar sarcinile din interiorul ei: cele din exterior, oricat de aproape,
nu contribuie deloc la flux.

Legea lui Gauss (forma integrald):

#E-mw:% (1)
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Fluxul cAmpului electric printr-o suprafata gaussianad ¥ este egal cu suma algebrica a sarcinilor electrice
cuprinse in interiorul suprafetei, impartita la permitivitatea electrica a vidului €.

Aplicatie: distributie plana uniforma de sarcina

Figura 7: Distributie pland uniforma de sarcina cu densitate ; gaussiana de tip cutie (pillbox) cu fetele
paralele planului de sarcini.

Consideram un plan infinit cu densitate superficiald de sarcind o (C/m?). Prin simetrie, cAmpul electric
E este perpendicular pe plan si are acelasi modul pe ambele parti.

Alegem ca suprafata gaussiana un paralelipiped (“pillbox”) cu fetele de arie S paralele cu planul de sarcini.
Fluxul total:

(I)E = (I)sus + (bjos + q)dreapta + (bsté.nga + q)fapé + (I>spate
=FE-S+FE-S+0404+0+0
=2FS.

Explicatie: pe fetele perpendiculare fata de E‘, unghiul dintre 7 si E este 90°, deci cos 90° = 0 si contributia

este nula. Pe fetele paralele fata de planul de sarcini, E face unghi 0° cu n exterior, deci contributia este
E-S-cos0°=F"-S.

Sarcina inclusa in gaussiana:

Qing =05 [C/mQ-mQ].

Aplicand legea lui Gauss (1):
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Rezultatul nu depinde de grosimea cutiei (pillbox-ului), ci doar de densitatea superficiald o.

Aplicatie: cAmpul electric al unei sfere incarcate uniform pe suprafata

Consideram o sfera de raza R cu sarcina totala @ distribuita uniform pe suprafata sa (un invelis subtire
incdrcat). Prin simetrie sfericd, cAmpul electric E este radial si are acelasi modul in orice punct aflat la
aceeasi distanta r de centru, atat in interiorul cét si in exteriorul sferei.



Qind= 0

Figura 8: Sferd cu sarcina distribuitd uniform pe suprafata (densitate ); gaussiana sferica de razar < R
in interior nu cuprinde nicio sarcinda — Q_int = 0.

Campul interior (r < R)

Alegem ca gaussiand o sferd de razd r < R (in interiorul sferei incércate). Sarcina inclusa este:

Qi =0 = &5 = Qine =0.
€o

Fluxul printr-o sfera de raza r:
by, =412 - E=0 = FE =0 1in interior.

Campul exterior (r > R)

Alegem acum ca gaussiana o sfera de raza r > R, care inconjoard toata sarcina de pe suprafata sferei.
Sarcina inclusa este de aceasta datad sarcina totala:
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Fluxul printr-o sferd de raza r:
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Concluzie. Campul electric in interiorul unei sfere uniform incarcate pe suprafata este zero. In exterior,
sfera se comporta exact ca o sarcind punctiforma @ situata in centrul ei, E = kQ/r?. Campul trece brusc,
chiar la suprafata 7 = R unde este localizata sarcina, de la 0 (imediat in interior) la kQ/R? (imediat in
exterior).
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