Cursul 2: Fluxul campului electric, divergenta si rotorul

Recapitulare: circulatia cAmpului electric

Céampul electric E este tangent la liniile de cAmp in fiecare punct. Fie doud drumuri I'; si I'y care leaga
punctele 1 si 2.

Circulatia lui E pe doua drumuri: campul conservativ

E-dl =6.00 E-dl =6.00
I'y k3 I's

aceeasi valoare pe orice drum: campul electrostatic este conservativ

Figura 1: Circulatia cAmpului electric pe doud drumuri

Circulatia campului electric este independentd de drum:

/E.drn:/E-d?.
T, T,

O consecinta directa este ca circulatia pe orice contur inchis I' este nula:

?ﬁﬁ-d?_o. (1)

Aceasta este una dintre proprietatile fundamentale ale cAmpului electrostatic si std la baza caracterului
sau irotational (demonstrat in sectiunea dedicatd de mai jos).

Fluxul campului electric

Definitie pentru o suprafata plana

Fie A un camp vectorial oarecare, uniform, S aria unei suprafete plane dreptunghiulare si 7 vectorul
normal la acea suprafatd, cu |n| = 1. Multimea tuturor punctelor care formeazd suprafata se noteazd .



Contur inchis: circulatia lui E este zero

E -dl =600 E-dl =—600
I' < J—I'o

circulatia lui E pe contur inchis este zero

Figura 2: Circulatia pe contur inchis este zero

Definitie:

o
h

€

= A.nS (2)

(fluzul campului de vectori A prin suprafata ¥)

Deoarece A -7 = Acosf (unde 6 este unghiul dintre A si n), formula devine:
®=A-5"cosb.

Cazuri particulare

Cazul 1 - suprafata verticala (¢ = 0, cAampul perpendicular pe suprafatd). Vectorul A este
paralel cu n, deci cos0 = 1:

(flux maxim).

Cazul 2 - suprafata orizontala (6 = 90°, cAmpul paralel cu suprafata). Vectorul A este perpen-
dicular pe 7 (paralel cu planul suprafetei), deci cos 90° = 0:

(flux nul, suprafata orizontala fatd de cAmp).

Acesta este un punct de anulare al fluxului, nu minimul functiei () = A - .S - cosf: pentru 6 intre
90° si 180°, cosf devine negativ, iar campul traverseaza suprafata in sensul opus normalei 7; minimul
propriu-zis, ® = —A - S, se atinge abia la 6 = 180°.

Cazul 3 - suprafata oblicad (unghi « arbitrar).

Unghiul « dintre A si i este acelasi unghi notat 6 mai sus, redenumit aici pentru a sublinia ca poate lua
orice valoare intre 0° si 180° - cazurile 1 si 2 sunt doar situatiile extreme a = 0° si o = 90° ale acestei
formule generale.



Fluxul printr-o suprafata plana: ® = £ S cos6 ® =543 Vom

0 =45.0°
® = F Scost

Suprafata se fnclina: fluxul scade cu cosinusul unghiului

Figura 3: Definitia fluxului printr-o suprafata plana

Figura 4: Fluxul cAmpului E printr-o suprafata de arie A: conteaza doar componenta lui E de-a lungul
normalei n, adica unghiul dintre E si n.



Flux maxim: normala paralela cu cAmpul & = FE S

®=FScos0°=FES

Toate sagetile E strabat suprafata: fluxul este maxim

Figura 5: Flux maxim: suprafatd perpendiculara pe cAmp

Flux nul: normala perpendiculara pe camp & =0

®=FScos90° =0

Nicio sageatd nu strabate suprafata: flux zero

Figura 6: Flux nul: suprafatd paralela cu campul



Flux oblic: ®(a) = E S cosa P —6.6
a =30

¢(a) = EScosa

Formula generala: flux maxim la unghi zero, nul la 90 de grade

Figura 7: Flux oblic: rotirea suprafetei fata de camp
O, =A-S-cosa (flux oarecare, suprafatd orientatd oblic).

Flux printr-o suprafata curba oarecare
Pe o suprafatad curba X, vectorul normal n are orientare diferitd in fiecare punct al suprafetei.

Figura 8: Suprafata curba ¥ cu elementul de arie dS, normala locald m si cAmpul A variabil de-a lungul

suprafetei.

Fluxul elementar pe elementul de suprafata d.S este:
d®s, = A-ndS.
Prin integrare pe toata suprafata X:

)

o

Particularizdnd pentru cAmpul electric (ff = E), obtinem definitia fluxului cAmpului electric printr-

o suprafata oarecare:



Divergenta unui camp vectorial

Fie A un cAmp vectorial cu componentele carteziene:

A=iA, +jA, +kA,.

Definitie:

= V.-A

divA Or dy 0z

podef 04, N 0A, N A

Exemplu de calcul - divergenta vectorului de pozitie r = x4+ yj + 2k

or Oy 0z
divi=—+ -+ —=14+1+1=3.
v 3x+3y+8z T

Semnificatie fizica: divergenta unui camp vectorial intr-un punct P este egala cu limita raportului
dintre fluxul net al cAmpului printr-o suprafata inchisa ce infasoara punctul P si volumul inclus, cand

volumul tinde la zero.

A

4_

«

Figura 9: Divergenta ca flux net pe unitatea de volum: cAmpul A strabate fetele unui volum elementar
dV, iesind in exterior.

Campul 7/r® - expresie explicita

Vectorul de pozitie raportat la distanta la cub este:

T xf+yf+z% _ T - y . P
3 - tt )3/2‘7+

k.
r (x2+y2+22)3/2 )3/2 ($2+y2+2’2

(2% + g2+ 22 Sk

(x2 + y2 + 22
Calculam divergenta acestui camp, derivand fiecare componenta in raport cu propria variabila. Pentru
componenta dupa x:

66{ g 3/2} =@+ +22) e (D) @+
X ($2+y2+22)

— (xz +y?+ 22)73/2 — 322 (1’2 + 4%+ 22)75/2.

Prin simetrie ciclicd in z,y, 2, celelalte doua derivate partiale au aceeasi forma.:



0 y -3/2 —5/2 0 z
— = (2?4y2+2%) =3y (2Pt +22) — l ]
% {:(IQ +y?+ z2)3/2} 92 | ( )

Sumand cele trei derivate partiale, conform definitiei divergentei:

div(i> =3(z2+y*+ 22)73/2 =322+ 2 +2%) - (2 + P+ 22)75

r3
R ) e TP N

—

7
div(—s) = 0| pentru orice punct cu r # 0.
r

In origine (r = 0) cAmpul #/7® nu mai este definit - numitorul se anuleaza -, iar acolo este concentrati o
singularitate a divergentei. Rezultatul de mai sus este esential: divergenta nula in orice punct din afara
originii inseamn# ci, peste tot cu exceptia originii, liniile cAmpului 7/r® nu apar si nu dispar niciieri, ci
doar traverseaza fiecare regiune a spatiului fard sa se creeze sau sa se anihileze. Toata “sursa” campului
este concentrata exact in origine, acolo unde s-ar afla o sarcing electrica punctiforma. Aceasta proprietate
este motivul pentru care legea lui Gauss va functiona (subiectul cursului urmétor): fluxul cAmpului electric
printr-o suprafata inchisa depinde exclusiv de sarcina electrica inchisa in interior, niciodata de sarcinile
aflate In exterior.

Rotorul unui cAmp vectorial

Definitie (scriere compacté ca determinant formal):

i j ok
rotﬁd:erxgzg 9 9
or Oy 0z
A, A, A,
Scriere analitica a rotorului (componentele carteziene):
o 0A 0A
A) =—=2-—14
(rot )x oy 92
- 0A, 0A,
(rot A)y T 9z Oz
- 0A 0A
tA) = Y4 =%
(ro )Z Ox dy

Desfacidnd determinantul:

rora = Ay 0z N\ 82 Ox Ox oy )’

Semnificatie fizica: componenta rotorului unui cdmp vectorial intr-un punct P, dupa o directie n, este
egala cu limita raportului dintre circulatia cAmpului pe un contur mic inchis care inconjoara punctul P
(situat intr-un plan perpendicular pe ) si aria inconjurata de acel contur, cand aria tinde la zero - rotorul
este deci o circulatie pe unitatea de arie. Intuitiv, daca am plasa o mica paletd (o roatd cu palete, ca la
o moard de apd) in cAmpul f_f, ea s-ar roti cu o vitez& unghiulard proportionald cu | rot /Y|, in jurul axei
indicate de directia vectorului rot fY; daca paleta raméine nemiscata In orice punct si orientare, cAmpul
este irotational.



Produsul vectorial - formula determinantala

-

Produsul vectorial al doi vectori oarecare ¢ = amf +a, i+ az% si b= byi+b, i+ bz% se calculeaza identic
ca un determinant:

Ql
X
(= 1
I
g S

SR

ik .
Z’y Zz = Z‘<aybz - azby) + j(azbr - bzaz) + k(azby - aybm>
Yy z

Componentele explicite:

Ql

(
(

(d@xb)

X B)I =a,b, —a,b,,

[0

X

Ql

>y = asz - bza’m’
L= azb, —a,b,.
Exemple de aplicabilitate a operatorilor

o rot73 - incorect: rotorul se aplicd unui cAmp vectorial, nu unui scalar.
o divr? - incorect: divergenta se aplicd numai campurilor vectoriale, nu scalarilor.
o gradr® - corect: gradientul se aplici unui scalar si produce un vector.

Rotorul cAmpului 7/73

Campul vectorial:

F_ T wityjtak
- 3 )
r3 (a2 + 42 + 22)3/2
cu componentele:
A, = v el
(22 + 92 + 22)
Y
A =
Yy 3
(22 +y? + z2)3/2
A, = :

Calculam componenta z a rotorului:

. (o) (o)
r/)], Oy ($2+y2+22)3/2 9z (9:2+y2+22)3/2

—3/2

—y- %(ﬁ + 42 +22)73/2

)~

9 2. 2
z ay(x +y* + 2?)

=z (=3) (@ +y? + 27 i

Ty -y (<) @yt 2
= 3yz(2? +y* + z2)_5/2 + 3yz(2? +y? + z2)_5/2
=0.

Prin calcule identice (prin simetrie ciclica in z,y, 2):

()], -0 ()] o



Prin urmare:

—

rot(rig) =0. (3)

Campul electrostatic este irotational

Campul electric al unei sarcini punctiforme @ plasate in origine este (legea lui Coulomb):

-k
oty
r

unde k£ = # este constanta lui Coulomb.
€o

Deoarece E este proportional cu 7/r3 si am demonstrat c& rot(7/r3) = 0 (ecuatia (3)), rezulta ca rotorul
campului acestei sarcini este nul:

(pentru cAmpul unei sarcini punctiforme).

Rezultatul de mai sus a fost demonstrat pentru campul unei singure sarcini punctiforme @, plasata chiar
in originea sistemului de coordonate - dar concluzia raméane valabila indiferent unde este plasata sarcina,
pentru ca originea poate fi mutata oriunde fara sa schimbe rezultatul geometric al calculului. Daca avem
un camp produs de mai multe sarcini punctiforme, fiecare cAmp individual are, conform celor de mai sus,
rotor nul. Cum operatorul rotor este liniar,

rot(E; 4+ Ey 4 -+ E,)) = rot E; 4 rot Ey 4 - + rot E,, = 0,

rotorul sumei este suma rotorilor, adica tot nul. Prin superpozitie, putem afirma ci, indiferent de cate
sarcini si cum sunt asezate, orice cAmp electrostatic - cAmpul produs de ansamblul lor - este irotational,
nu doar caAmpul unei sarcini izolate.

Teorema lui Stokes leagd cele doud forme, integrala (circulatia) si diferentiald (rotorul), printr-o singura
identitate: pentru orice suprafata deschisa ¥ marginitd de conturul inchis I, cu n orientat conform regulii
mainii drepte fata de sensul de parcurgere al lui I',

fﬁ-d?://(mtj).ﬁds
r b))

adica circulatia unui cAmp vectorial A de-a lungul conturului I' este egald cu fluxul rotorului sau prin
orice suprafata ¥ care se sprijina pe acel contur.

Aplicdnd-o cAmpului electrostatic, cu A= E, si folosind rot E = 0 (demonstrat mai sus pentru orice
camp electrostatic), integrala din dreapta se anuleazd pentru orice suprafata X:

}éﬁ.df://(rotﬁ)-ﬁdS://6-ﬁdszo,
r = P

adica circulatia cAmpului electric pe orice contur inchis I' este nuld - regasim exact proprietatea (1),
de data aceasta pornind de la forma diferentiald (locald, rotorul nul in fiecare punct), nu de la forma
integrald (globald) cu care am pornit lectia.

Concluzie: campul electrostatic este un camp irotational. Aceasta este echivalenta cu pro-
prietatea (1): circulatia cAmpului electric pe orice contur inchis este nuld, asa cum am regésit
mai sus cu ajutorul teoremei lui Stokes.
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